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一． 题目大意 

对于一张𝑛个点，𝑚条边，有标号，无自环无重边无孤点的无向图，定义它的变换是构

造方式如下的有向图： 

  1.有向图有𝑚个点，与无向图𝑚条边一一对应。 

2.对于无向图中每个点，将与它相连的边按照另一个端点从小到大排序，并在排序

中相邻的两条边在有向图中的对应点从前向后连边。 

 定义有向图𝐺的一个状态为给每个点分配0,1,2之一的值，称之为出现次数，给每条边分

配一个0,1之一的值，称之为这条边走过/未走过。 

 定义一个状态合法当且仅当对于每个点下面五个条件均不满足： 

  1.这个点值为0且它的入边和出边值不全为0。 

2.这个点值为2且它的入边和出边值不全为1。 

3.这个点入度为2，且这个点入边值之和不等于这个点的值。 

4.这个点出度为2，且这个点出边值之和不等于这个点的值。 

5.这个点的出边所能到达的点的值不全都小于等于这个点的值。 

 现在请你构造一个点数为𝑛的有向图𝐺，满足下面几个条件： 

1.𝐺能被某个有标号无自环无重边无孤点的无向图变换而来。 

2.𝐺中的边都看成无向边之后𝐺连通，即𝐺是弱连通的。 

  3.𝐺的合法状态数尽量的多。 

  4.在满足 3 的条件下，𝐺的边数尽量小。 

 每次给定𝑛，输出满足条件的任意一种图以及它的合法状态数。 

二．数据范围 

 对于所有数据满足𝑛 ≤ 400。 

数据范围表格如下： 

测试点编号 𝑛 = 测试点编号 𝑛 = 

1 3 11 75 

2 5 12 100 

3 7 13 150 

4 8 14 200 

5 9 15 250 

6 10 16 300 

7 11 17 325 

8 15 18 350 

9 20 19 375 

10 50 20 400 

三．解题过程 

3.0 算法 0 

 按照样例输出，可以通过第一个测试点。 



 期望得分：5 分。 

3.1 算法 1 

 首先最简单的思路就是暴力搜索图𝐺，然后计算𝐺中合法状态的总数。可以发现𝐺是一张

有向无环图，因此对图𝐺按照拓扑序进行标号之后，每条边一定是由标号较小的点连向较大

的点。图𝐺的可能情况大概是𝑂((𝑛!)2)级别的。 

 计算状态总数时可以采用枚举每条边是否经过，再求出每个点的可能的经过次数。这样

做时间复杂度为𝑂(2𝑚)，大约可以很快的搜索出𝑛 = 7以内的情况。 

 期望得分：15 分。 

3.2 算法 2 

 进一步对图𝐺的合法状态进行分析。 

首先小 C 所说的五个条件有些繁琐，问题主要是在出入度是否为2的讨论上。由于在无

向图的变换过程中，每条链的开头和结尾只增加入度或只增加出度，不满足出入度平衡，因

此我们可以将所有入度不为2的点补充1或2条没有起点的入边，出度也相应的补充，再把无

向图中每个点对应的链添加开头和结尾两条补充的边，那么𝐺中每一个点出入度都是2了。

这里需要注意的是入度/出度为0的情况，两条补充的边应看成相同的。 

不难发现这个时候条件就转化为了： 

1. 每个点的经过的出入边数平衡。 

2. 拓扑序靠前的点经过次数不比靠后的点更小。 

这个有什么用呢？通过算法 1 打表或者其他各种方式，可以看出如果把图𝐺的边变成无

向边，𝐺应该是一棵树。其实通过小 C 的初始条件应该也可以证明，但是经过这一步转化后

证明更简洁： 

 

对于图𝐺看成无向图后存在环的情况，找出一个环，这个环上一定存在一个点使得环上

与这个点相邻的边都是这个点的出边。显然如果找不到那么沿着环的方向拓扑序是单调的，

但是𝐺是有向无环图，所以一定找得到。 

接下来将这个点的两条出边其中一条断掉，形成一条没有起点的边和一条没有终点的边。

对于原来图中的每一种方案，考虑新图中这样的方案：令断掉的这两条边是否经过的状态都

和原图相同，其他边的状态不变。这样构造出来新图的方案是合法的，而且不会重复。 

 

 由此就证明了图𝐺看成无向图后是一棵树比不是一棵树不会更劣，由于要求输出的答案

边数最小，因此输出的结果一定是一棵树，否则就是错误的。 

 这样可以优化算法 1 中第一步的暴力搜索过程，按照拓扑序标号后，搜索带标号无根树，

根据 prufer 序列，可能的树总数最多为𝑂(𝑛𝑛−2)。容易较快的搜索出𝑛 = 9之内的答案。 

 期望得分：25 分。 

3.3 算法 3 

图𝐺已经变成了树状，考虑如何快速计算合法状态数。 

继续观察合法状态的情况，不难发现图𝐺中存在下面这种 w 状的链结构： 



 

把这条链上面的边按顺序编号后，可以看出：这条链上面奇数位置的边和偶数位置的边

必须分别按顺序经过。例如图中的1 − 2与3 − 4，如果1 − 2经过了但是3 − 4没经过，那么2

号点经过次数就是[3 − 2经过了] + 1，而3号点经过次数为[3 − 2经过了]，不符合条件。用

类似的方式，就可以证明奇数位置的边和偶数位置的边是按一定顺序经过的，后面的边走过

了前面的边也一定要走过。 

这样的 w 状链还有一个好处，就是链上的边状态确定以后，可以直接确定链上面的点

的经过次数。这样合法的状态数可以转化为所有 w 状链的状态，满足每个点在它所在的所

有 w 状链上出现次数相同。 

由此引入一个树形 dp，记𝑓𝑖,𝑎,𝑏表示第𝑖个点的子树， 𝑖的父节点向𝑖的边是否走过，以及

与这条边在 w 状链上相邻的边是否走过。如图： 

 

其中𝑓𝑎表示𝑖的父节点。对于反方向的情况，即𝑖连向𝑖的父节点的情况，并不需要单独

记录，可以发现将一个子树内的边是否经过的状态取反，再把每条边的方向取反，这时仍然

是一个合法的方案。因此在转移的时候只需要枚举最多三个子节点6条边的状态。dp 一次的

时间复杂度为𝑂(𝑛)。暴力搜索复杂度降为𝑂(𝑛𝑛−1)，可以搜索出大约𝑛 = 11以内的答案。 

期望得分：35 分。 

3.4 算法 4 

 有了算法 3 的树形 dp 做法，一种自然的思路就是在搜索的过程中将一定不优的方案去

掉。具体做法就是从1到𝑛进行递推，对于𝑖，枚举三个子树，他们的大小之和为𝑖 − 1，并由

此求出所有大小为𝑖的子树的可能形态，以及它们的𝑓值，如果一种形态的𝑓值都小于等于另

一种，那么这种形态就一定不会更优了，删掉就可以。值得注意的是算法 3 中的 b 边不经过

一定是要比经过更优的，所以在比较的时候可以把四个维度改为 𝑓𝑖,0,0, 𝑓𝑖,0,0 +

𝑓𝑖,0,1, 𝑓𝑖,1,0, 𝑓𝑖,1,0 + 𝑓𝑖,1,1，这样状态数还会更少。 

 由于这个做法需要枚举三个子树，因此复杂度大约为1到𝑛所有可能形态总数的三次方。 

 经过实际操作，可以发现当𝑛达到60左右时，对于每个𝑖状态数依旧在100左右，但答案

已经超过了 long long 范围，需要手写一个简单的高精度。但由于高精度带来的常数，大约

也只能得到𝑛 = 150左右的答案。 

 期望得分：65 分。 



3.5 算法 5 

 枚举三个子树会花费大量的时间，两个 w 状链之间边的限制是独立的，只需要让它们

在𝑖这个点经过次数相同就可以了。如图： 

 
 搜索出大小和为𝑖的𝑢, 𝑣的可能形态，这个时候𝑢, 𝑣的贡献是𝑔0, 𝑔1, 𝑔2，表示𝑖的经过次数

是0,1,2时𝑢, 𝑣两个子树的方案数。这个同样也可以剪枝。算出这些𝑢, 𝑣对只需要枚举𝑢, 𝑣两个

子树，计算大小为𝑖的子树也只需要枚举一个子树以及一组𝑢, 𝑣，这样复杂度就被优化为1到𝑛

所有可能形态总数的平方。这样能够搜索出的答案就可以扩大到𝑛 = 300左右。 

 期望得分：80 分。 

3.6 算法 6 

 有一种与算法 5 并列的优化，对于树的结构，考虑找到树的重心，那么每个子树的大小

都不超过
𝑛

2
了。先做

𝑛

2
以内的算法 5，然后再用大小在

𝑛

2
以内的子树𝑢, 𝑣，组合算法 5 中的𝑢, 𝑣子

树对结构。最后答案一定是两个𝑢, 𝑣子树对结构拼接起来。 

通过暴力可以发现，𝑛接近400时，可能的形态数增长速度已经相当慢了，所以算法 6

主要是常数上的一些优化，但是效果还是很好的，由此可以搜索出𝑛 = 400以内的答案。 

期望得分：100 分。 

3.7 方案输出 

 由于最后输出的并不是图𝐺，因此需要把图𝐺变成无向图。 

 对于𝑛较小的办法，可以使用题目中暗示的𝑂(𝑛2𝑛)做法，每次删掉最小的节点的终点标

号最小的边。这个点入度一定为0，然后枚举最小的节点下一条出边在哪里。记录𝑑𝑝𝑖,𝑆表示

删掉了点集𝑆，当前点𝑖是最小节点的终点标号最小的边，是否存在方案。当然直接手算也可

以。 

 而𝑛较大时，选手应该已经发现答案是一棵树，而 w 状链也构成树结构，递归标号即可，

复杂度𝑂(𝑛2)或𝑂(𝑛3)都可以接受。 

四．参考资料 

 由于本题是在日常的 OI 学习中产生的问题，未参考其他资料。 

五．命题总结 

 本题首先考察了选手对问题的转化能力，对图论问题的分析能力。 



 打表是本题涉及到的主要方法之一。本问题比较复杂，结论的证明较为困难。找出正确

的解法主要靠选手的尝试，以及在遇到各种情况的应变能力。 

 最后本题考察了选手综合运用各种算法优化方式的能力。 


