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問題概要 
• N! 通りの長さ N の順列を考える 
• 可能な限り少ない連続する増加列に切り分ける
と、K 個の連続する増加列になるものは何通
り？ 



とりあえず、言い換え 
• 要は、 
• 「ai > ai+1」となるのが K-1 箇所ある順列は何
通りあるか求めればよい 
 

• 小課題1: N! 通りの順列全てに関して ai > ai+1 
となる箇所を数えて判定 
 

• 以下、 ai > ai+1 という関係性を「←」という
記号で表します 



とりあえず典型的な解決を 
• DP で解けるか？ 
• 解けそう 

• 「←の個数が i 個以上」となる順列の個数は、簡単
に求められそう 

• dp[i][j] := (左からi要素で、←でないといけない場所がも
うj個登場したときの場合の数) 

• これがわかれば包除原理で計算できそう 
• 慣れてないとややこしい 
• 「←の個数が i 個以上」から「←の個数がちょうど j 個」

(i < j)となるものの個数に jCi をかけたものを引いていけ
ばよい 

• なんで jCi をかける？ →  上のDPでは「←の個数がちょ
うど j 個」が jCi 回重複して登場しているから 



計算量は？ 
• 本当は O(N2) にしたいが、DPの更新がきつい 

• 今見ているところから、←でないものを1個追加
(dp[i+1][j]にdp[i][j]を足す)、もしくは連続する k 
個の←を追加(dp[i+k+1][j+k]にdp[i][j]/(k+1)!を足
す)という更新になる。 

• 係数が複雑なので、複数の更新をまとめることはで
きない 
 

• 仕方なく O(N3) 
• 小課題 2 



かしこいDP 
• 挿入 DP がかなりうまくいく 
• dp[i][j]: N = i, K = j のときの問題の答え 
• N = i, K = jとなる順列に整数i+1を追加すると、 

• 追加できる i + 1箇所のうち、j箇所(←の真ん中、
最後)に追加するとKは増えない 

• 残りの i – j + 1 箇所に追加するとKは1増える 
 

• dp[i][j]=dp[i-1][j] * j + dp[i-1][j-1] * (i - j +1) 
 

• O(N2) なので、これなら小課題 3 も解ける 



得点分布 



スライドショーの最後です。クリックすると終了します。 







N = 100,000 



DPの限界 
• DPで状態数を O(N2) より少なくできそうに見
えますか？ 
 

• dp[i][j]: i個の整数、j個の← 
 

• …無理そう 



DPから離れよう！ 
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数え上げと確率 
• 「全部の〜のうち、〜なものは何通りか？」と
いう問題と「ランダムに〜を一つ取ってきた。
〜な確率はいくらか？」という問題は実質同じ 

• 掛け算すればよい 
• 「ありうる全部のSについて、f(S)の合計を求
めよ」みたいなのも「期待値はいくらか？」と
いう問題と同じ 



問題例 
• New Year Contest 2015 
 



問題例 
• ARC061 by  
 



ただし、 
• さっきの2問は別にこの言い換えが本質ではな
い 



ただし、 
• さっきの2問は別にこの言い換えが本質ではな
い 
 

• 今回は本質 



確率の問題になった 
• ランダムに1個順列を取ってきたときに、
ai>ai+1となる個数がK-1個である確率は？ 
 

• [0,1)の乱数をN個取ってきたときに、ai>ai+1と
なる個数がK-1個である確率は？ 
 

• 以下、この[0,1)の乱数列を x1, …, xN とよぶ
ことにする 
 

上と下は同じ 



式変形 
• x1, …, xN のうちK-1箇所が xi>xi+1 
• x1, …, xN が別の[0,1)の実数列 y1, …, yN の累
積和の小数部分だと思う 

• {xi}と{yi}は1対1対応している 
• xi>xi+1のときは整数部分が繰り上がっている 
• xi≤xi+1のときは整数部分が繰り上がっていない 
 

• と考えると、元の条件は、xNの(隠された)整数
部分が K-1 であることと同値 

• → K-1 ≤ Σyi < K 



あとはもう簡単 
• これ 



あとはもう簡単 
• これ 



あとはもう簡単 
• y1, …, yN が[0,1)を動くとき、K-1 ≤ Σyi < 
Kとなる確率は？ 
 

• Σyi < Kとなる確率からΣyi < K-1となる確率
を引けばよい 
 



あとはもう簡単 
• y1, …, yN が[0,1)を動くとき、Σyi < Kとなる
確率は？ 
 

• 包除原理で求められる 
• y1, …, yN のうち i 個が1以上でΣyi < Kとなる範囲

の大きさは？ 
• Σti < K-i となる{ti} (ti ≥ 0) が動ける範囲の大きさ 

 
• 上で求めたものを使って、適当な係数 (-1)i(NCi) を

かけて引いていく 



イメージ図 



やっとゴールだ 
• Σti < K-i となる{ti} (ti ≥ 0) が動ける範囲の大
きさはいくつ？ 

• (K-i)N/(N!) (K – i > 0のとき) 
 

• なぜ？ 
• 1. 多重積分する (シラバス外ですが…) 
• 2. 数直線の[0, K-i)上にN点置くイメージ 

• tiはi-1番目の点の座標とi番目の点の座標との差に対応 
• ti ≥ 0なので、置いた点が左から順に並んでいる必要があ

る 
• ということは (K-i)N/(N!) 



まとめ 
• 何ができればいいか？ 

• 階乗 (前計算 O(N), 本計算 O(1)) 
• 階乗の逆元 (前計算 O(N), 本計算 O(1)) 
• コンビネーション (階乗と階乗の逆元でOK) 
• 累乗 (毎回O(log N)) 
 



まとめ 
• 何ができればいいか？ 

• 階乗 (前計算 O(N), 本計算 O(1)) 
• 階乗の逆元 (前計算 O(N), 本計算 O(1)) 
• コンビネーション (階乗と階乗の逆元でOK) 
• 累乗 (毎回O(log N)) 

 
• あわせて O(N log N) 
• 100点 



得てほしいもの 
• 問題の種類によっては、数え上げ問題と確率問
題は表裏一体 

• 一対一対応による変換が、数え上げ・確率問題
の解決手段としてはかなり有用 (AGC013 Eと
か) 

• 一対一対応の一つとしては、累積和・差分は有
名 (AOJ2617: Air Pollutionとか) 



得点分布 



余談 (oeis.org) 

エ●カちゃん: 
日頃からOEISを丸暗記していれば、こんな
問題余裕だピ。 
これこそ真のasceticismだピね。 
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