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Tresé

Dany jest ciag liczb catkowitych aq,as,...,a, oraz liczba k. Naszym zadaniem
jest odpowiadaé¢ na zapytania o podprzedzialy zadanego ciagu. Dla kazdego za-
pytania nalezy wyznaczy¢ maksymalna mozliwa sume liczb pokrytych roztacz-
nymi przedziatami dlugoéci k zawartymi w calosci w podprzedziale z zapytania.

Rozwigzanie

Zinterpretujmy zadanie grafowo. Niech graf zawiera n + 1 wierzcholkéw, ponu-
merowanych liczbami catkowitymi od 0 do n. Dla kazdego i z przedziatu [0, n—1]
dodajmy do niego krawedz skierowana z wierzcholka i do wierzcholka i + 1 o
wadze 0. Dla kazdego ¢ z przedzialu [0,n — k] dodajmy krawedZ skierowana
z wierzchotka 7 do wierzchotka 7 + k o wadze bedacej sumg wartosci a; dla j
z przedziatu [i + 1,4 + k]. Nietrudno zauwazy¢, ze odpowiedzia na zapytanie o
przedzial [¢, r] jest dlugo$é najdluzszej $ciezki z wierzchotka £—1 do wierzchotka
T,

Wyobrazmy sobie nasz graf narysowany na plaszczyznie, gdzie wierzcholek i
narysujemy w punkcie o wspétrzednych (| 1 ],4 mod k). Przyktadowo, dlan =9
oraz k = 3, nasz graf Wyglqda nast@pumco
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Nasz graf ma bardzo regularny ksztalt i tatwo jest szuka¢ w nim separatoréw.
Sprébujmy zatem, w pewien sposéb uzywajac na nim techniki dziel i zwyciezaj,
policzy¢ odpowiedzi dla wszystkich zapytan.
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Jesli nasz graf jest bardziej szeroki niz wysoki (czyli liczba kolumn w kracie
jest wigksza niz liczba wierszy) mozemy skorzystaé¢ z faktu, ze kazde zapytanie
albo ma jeden wierzcholek na lewo od érodkowej kolumny, a drugi na prawo,
albo w calosci zawiera sie po ktérejs ze stron. Jesli zachodzi pierwszy przypadek,
to na pewno optymalna Sciezka przechodzi przez srodkows kolumne, w ktorej
to znajduje sie nie wiecej niz /n wierzcholtkdéw. Mozemy zatem dla kazdego z
nich (nazwijmy go v) policzy¢ dtugosci najdluzszych $ciezek zaczynajacych sie
w dowolnym wierzchotku i konczacych w v, oraz dtugosci najdtuzszych $ciezek
zaczynajacych si¢ w v i konczacych w dowolnym innym wierzchotku. Jedli jakas
Sciezka nie istnieje, to jej dlugos$é¢ traktujemy jako —oco. Calo$é zajmie nam
oczywiscie czas O(n+/n). Nastepnie, mozemy zalozy¢ dla kazdego zapytania, ze
optymalna Sciezka przebiega wladnie przez v. Wtedy oczywiscie dtugosé $ciezki
7z wierzchotka startowego s do wierzchotka koficowego ¢ wynosilaby dist(s,v) +
dist(v,t). Jako, ze kazda rozwazana $ciezka musi przechodzié¢ przez ktéry$ z
wierzchotkéw w érodkowej kolumnie, to na pewno rozwazymy tez optymalna z
nich. Nastepnie, mozemy rekurencyjnie wywolaé sie na lewej oraz prawej czedci
kraty i tam niezaleznie policzy¢ wyniki.

Jedli zas nasz graf jest bardziej wysoki niz szeroki, to mozemy zrobi¢ co$
bardzo podobnego, jednak bedac bardziej uwaznym. Gdyby nie bylto krawedzi
z ostatniego rzedu do pierwszego, to mogliby$my po prostu zrobi¢ to samo dla
srodkowego wiersza. Jesli jednak w naszym wywolaniu rekurencyjnym nadal
dostalismy wszystkie wiersze, to musimy najpierw zatozy¢, dla kazdego zapyta-
nia, ze optymalna Sciezka dla niego przechodzi przez najnizszy rzad. Mozemy w
ten sposéb w ztozonosci O(ny/n) zrelaksowaé wyniki dla wszystkich zapytan i
wywolaé sie na kracie bez pierwszego rzedu. Nie podzieliliSmy wierszy na dwie
grupy, ale na szczescie we wszystkich glebszych wywolaniach rekurencyjnych,
gdy nasz graf bedzie bardziej wysoki niz szeroki, bedziemy juz mogli rozbié sie
rekurencyjnie wokét srodkowego rzedu.

Wybierajac za kazdym razem lepszy wymiar do rekurencyjnego rozbicia sie,
zgodnie z twierdzeniem mistrza, uzyskamy sumaryczng zlozono$é O(ny/n).
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