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1 题目大意

定义关于自然数 n 的函数 S(n) 为 n 的十进制表示的各位数字之和。
定义 a

⊕
b 表示两个自然数 a 和 b 的十进制表示顺次拼接的结果表示

的数，例如 123
⊕

456 = 123456 。特别地，当 b = 0 时，约定 a
⊕

0 = a 。
令

f(n) =

{
0, n = 0

n
⊕

f(n− S(n)), n > 0

给定 T 组 (L,R) ，对每一组求出
R∑

n=L

f(n) ，结果对 998244353 取模。

2 数据范围

Subtask 1(10pts): T ≤ 500, R ≤ 105 。
Subtask 2(10pts): T ≤ 5, L = R ≤ 109 。
Subtask 3(20pts): T ≤ 500, L = R ≤ 1012 。
Subtask 4(25pts): L = R 。
Subtask 5(10pts): T ≤ 500, R ≤ 1012 。
Subtask 6(25pts): 无特殊限制。
对于所有测试数据，满足 1 ≤ T ≤ 5× 104, 1 ≤ L ≤ R ≤ 1018 。
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3 解题过程

3.1 算法 1

记 P = 998244353 。
计算 (a

⊕
b) mod P 时，只需要知道 a mod P ,b mod P 以及 b 的十进

制位数，从而只需要维护 f(n) 对 P 取模的结果以及位数就可以直接递推，
线性预处理出前 maxR 个 f(n) 。再预处理前缀和，可以 O(1) 回答每次询
问。
复杂度 O(T + maxR) ，可以通过子任务 1。

3.2 算法 2

L = R ≤ 109 时，可以不预处理每个 f(n) ，而是直接根据定义递归计
算 f(L) ，递归次数最多只有约 2.5 × 107 次，结合算法 1 可以通过子任务
1,2。

3.3 算法 3

记 b 为进制数，w 为最大位数。在本题中，b = 10, w = 18 。
考虑如何快速求一项 f(n) 。
注意到 S(n) ≤ w(b − 1) ，因此对于一段长度不小于 w(b − 1) 的区间

[l, r] 以及 n > r ，n 在不断减小的过程中一定落在 [l, r] 上至少一次。
对 n > 0 ，如果 n 可以表示成形如 (x + 1) × 10k − y 的形式，其中

k ≥ 3 且 1 ≤ y ≤ w(b− 1) ，我们就称 n 是一个“k-关键位置”。显然，所有
上述 k-关键位置构成的集合是若干个长为 w(b− 1) 的不交区间的并，因此
对其中任何一段极长区间，大于区间右端点的数在递归过程中一定会落在
这段区间里。为了方便，再约定对任意的 k ，都认为 0 是一个 k-关键位置。
注意到 3-关键位置相当密集。事实上，只需要根据定义直接递归最多

80 次就可以到达一个 3-关键位置，从而只要能够预处理出关键位置的答案
就可以快速求出一项的答案。
对于一个 k-关键位置 n = (x+ 1)× 10k − y ，预处理出 n 第一次成为

(k + 1)-关键位置时 n 的值 n′ 以及目前拼接出的数 g0(k, x, y)。
尽管 x 的数量可能很多，但 n 减小到 n′ 所用的次数以及每次减小的值

事实上只与 S(x) 有关，并且在 x 的位数与 S(x) 均固定时，g0(k, x, y) 是一
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个关于 x 的一次函数。
于是，我们令 g(k, l, s, u, y) 表示 x 位数为 l ，数码和为 s+ u ，末位为

u 时的关于 x 的一次函数 g0(k, x, y)。
由于进行至少一次操作后，n 的值一定是 b− 1 的倍数，因此需要用到

的 y 的个数是 O(w) 的，于是状态数是 O(b2w4) 的。
可以暴力求出 k = 3 的 g 。k ≥ 4 时：
1. 当 u = 0 时，可以用 g(k − 1, l + 1, s, 9, y) 转移到 g(k, l, s, 0, y) 。
2. 当 1 ≤ u ≤ 8时，可以用 g(k−1, l+1, s+u, 9, y)和 g(k, l, s, u−1, y′)

拼接成 g(k, l, s, u, y) ，其中 y′ 是 n′ 对应的 y 。
3. 当 u = 9 时，x 本身就是一个 (k + 1)-关键位置，g 值为 0 。
从而每次转移是 O(1) 的，预处理的复杂度为 O(b2w4) 。
查询时，先暴力转移到一个 3-关键位置，每次再从 k-关键位置向 (k+1)-

关键位置转移，直到 n 变为 0 为止。形象地讲，这一过程实际上是从 103

位开始由低到高不断把每一位减到 9 ，直到无法退位时再将 n 减到 0 。于
是除去最多转移 80 次的暴力部分，每次查询的复杂度是 O(w) 的。

从而我们解决了 L = R 的情形，结合算法 1 可以通过子任务 1,2,3,4。

3.4 算法 4

考虑如何求前 n 项 f 的和。
类似于求一项的做法，考虑预处理出每一段较高若干位固定时 f 的和。

具体的，对于 x ≥ 0, 0 ≤ u ≤ 9, k ≥ 3，考虑 [10x×10k, (10x+u+1)×10k)

这些点第一次被减到小于 10x× 10k 时被减成多少以及此时拼接出的数是多
少。注意到这些数一定转移到了 (k + 1)-关键点的位置，从而可以对每个关
键点预处理转移到它的点的信息。
记 size(k, x, u, y), h0(k, x, u, y) 分别为转移到 10x × 10k − y 的数的个

数以及这些数对应的拼接出的数之和。类似于求一项，当 x 的位数、数码和
固定时，size 是一个常数且 h0 是关于 x 的一次函数。转移与求一项是类似
的，预处理部分复杂度为 O(b2w4) 。
查询时，将区间 [1, n]最后 (n+1) mod 103 个数用求一项的方法单独计

算，并将区间的余下部分拆成至多 w 个形如 [10x×10k, (10x+u+1)×10k)

的区间，每个这样的区间只会转移到至多 w 个不同的位置，对这些位置用
求一项的方法单独计算。
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于是每次查询需要调用 b3 + w2 次算法 3 中求单项的方法，复杂度是
O(w(b3 + w2)) ，结合算法 3 可以通过子任务 1,2,3,4,5。

3.5 算法 5

考虑一种线性求前缀和的方法。构造一棵以 0 为根的，结点编号为 0

到 n 的树，使 i 的父亲为 i − S(i) 。在这颗树上 dp，对每个结点 v ，记
Fv 为子树中所有数减到 v 时拼接出的数的和，于是 Fv = 所有儿子 F 之和
×10v的位数 + v × (v的子树大小) 。
考虑基于上述算法优化算法 4。对于算法 4 中需要单独求解的 O(b3 +

w2) 项，建立这些点的虚树。
对于较小的 O(w2) 个由连续区间转移到的项，它们在虚树上到父亲的

边的信息恰好是求单项时预处理过的；对于较大的 (n+1) mod 103 项，它们
在虚树上的父亲就是在原树上的父亲，边的信息也是易于计算的。于是，可
以类似于上文树形 dp的方法在虚树上 dp，每次查询的复杂度是 O(b3+w2)

，已经足以通过本题。实现时，并不需要显式建出虚树，只需要倒序扫描每
个点并更新父亲信息即可。
当然，查询复杂度还可以进一步优化。注意到如果两个数仅有末位不

同，那么它们的父亲是相同的。于是最后的 (n+1) mod 103 项每连续 10项
都可以合并计算，复杂度可以做到 O(b2 + w2) 。
最终总的复杂度是 O(b2w4 + T (b2 +w2)) 或 O(b2w4 + T (b3 +w2))，可

以通过本题。

4 参考资料

本题没有参考资料。

集训队队员许庭强参与了本题的验题工作。


