
题目描述

考虑一种有理有据的议会席位分配方法。

假设 𝑛 个政党的最终票分别为 𝑉𝑖，分配 𝑚 个席位，规则如下：
• 初始议会为空，每个政党有 0 个席位。
• 对于每个政党，计算 𝑄𝑖 = 𝑉𝑖

𝑆𝑖+1 最大的政党 𝑝, 其中 𝑆𝑖 表示第 𝑖 个政党已经
获得的席位。若有多个政党 𝑄𝑖 相同，取编号最小的那个。

• 分配给政党 𝑝 一个席位，重复上步，直到分配完 𝑚 个席位。
现在投票还在进行，每个政党当前得票数为 𝑣𝑖，还有 𝑛 堆群众未进行投票，其中第
𝑖 堆群众人数为 𝑎𝑖，且其中每个人可以选择投给第 𝑖 或 𝑖 + 1 个政党，不能弃权。特
殊的，第 𝑛 堆群众可以投给第 𝑛 和 1 个政党。
请计算第 1 个政党最多能获得多少个席位。

数据范围

对于所有数据：2 ≤ 𝑛 ≤ 105, 𝑚 ≤ 109, 𝑣𝑖, 𝑎𝑖 ≤ 109, 𝑣𝑖 > 0。
Subtask 1 (10 pts)：𝑛, 𝑚 ≤ 5, 𝑣𝑖, 𝑎𝑖 ≤ 5。
Subtask 2 (10 pts)：𝑛 ≤ 50, 𝑚 ≤ 100, 𝑣𝑖, 𝑎𝑖 ≤ 250。
Subtask 3 (20 pts)：𝑛 ≤ 50, 𝑚 ≤ 500。
Subtask 4 (20 pts)：𝑛 ≤ 1000, 𝑚 ≤ 1000。
Subtask 5 (20 pts)：𝑛 ≤ 104。

Subtask 6 (20 pts)：无特殊限制。

时间限制：1s。空间限制：256MB。

题解

本题是改编题。

Subtask1

dfs 即可。

Subtask2

考虑二分答案，对于第一个政党是否能取 𝑆1 个席位，要计算 𝑆𝑖 表示在第一个政党
取得第 𝑆1 票之前，能获得的票数。

合法即满足：∑𝑛
𝑖=1 𝑆𝑖 ≤ 𝑚。

据题意有：𝑉1
𝑆1

≥ 𝑉𝑖
𝑆𝑖+1，要求的 𝑆𝑖 就是满足条件的最小的 𝑆𝑖。

移一下项可得：𝑆𝑖 = ⌈ 𝑉𝑖𝑆1
𝑉1

⌉ − 1。
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然后使用 𝑑𝑝 来分配 𝑎𝑖。

记 𝑓𝑖,𝑗 表示，考虑完前 𝑖 个政党，且第 𝑖 个群体中有 𝑗 个人投给了第 𝑖 个政党，剩下
的投给了第 𝑖 + 1 个政党的情况下，前 𝑖 个政党所得最少的席位 𝑆𝑖 之和，转移如下：

𝑓𝑖,𝑗 = min
𝑘≤𝑎𝑖−1

𝑓𝑖−1,𝑘 + ⌈(𝑣𝑖 + 𝑎𝑖−1 − 𝑘 + 𝑗)𝑆1
𝑉1

⌉ − 1

最后判断 𝑓𝑛,0 + 𝑆1 是否小于等于 𝑚，时间复杂度 𝑂(𝑛𝑎2 log 𝑚)。

Subtask3

考虑优化上述算法，容易发现 dp 的状态很大但值很小，考虑交换这两个东西。

记 𝑓𝑖,𝑗 表示考虑完前 𝑖 个政党，且前 𝑖 个政党一共得了 𝑗 个席位的情况下，第 𝑖 个
群体中最多有多少人投给了第 𝑖 个政党，转移如下：

𝑓𝑖,𝑗 = max
𝑘≤𝑗,𝑓𝑖−1,𝑘≤𝑎𝑖−1

(⌊(𝑗 − 𝑘 + 1)𝑉1
𝑆1

⌋ − 𝑣𝑖 − 𝑎𝑖−1 + 𝑓𝑖−1,𝑘)

时间复杂度 𝑂(𝑛𝑚2 log 𝑚)。

Subtask4

观察一下上述式子：∑ 𝑆𝑖 = ∑⌈ 𝑉𝑖𝑆1
𝑉1

⌉ − 1。
发现向上取整里面的分子之和

𝑆1 ∑ 𝑉𝑖 = 𝑆1(∑ 𝑣𝑖 + ∑ 𝑎𝑖)

是固定的。

于是考虑贪心，依次决策每个政党，让 𝑉𝑖𝑆1 尽可能靠近 𝑉1 的倍数，毕竟向上取整
了之后要 −1。
设 𝑟𝑖 = 𝑉𝑖𝑆1 mod 𝑉1，贪心就是让 𝑟𝑖 尽量大（特别的，0 视为最大）。
但是直接枚举 𝑟𝑖 的话跟值域相关，但是 ⌈ 𝑉𝑖𝑆1

𝑉1
⌉ 的取值是 𝑂(𝑚) 的，可以枚举这个

取值，贪心地取当前最大的余数从而找到最大值。

从 2 到 𝑛 依次贪心即可，时间复杂度 𝑂(𝑛𝑚 log 𝑚)。
关于贪心的证明：

首先分子之和是固定的，所以让所有政党的票数模 𝑉1 之和最大（0 视为 𝑉1）, 式子
的值是取到最小的。

那么考虑最优的方案，如果没有使第二个政党取到最大的 𝑟2，只是取到了 𝑟′
2，那么

可以在这个最优方案的基础上，只调整第二个群众的给票方案，让第二个政党的余数
取到 𝑟2.
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那么又根据分子之和不变，调整之后的第三个政党的余数 𝑟′
3 要么 𝑟′

3 = 𝑟′
3 −(𝑟2 −𝑟′

2)，
要么 𝑟′

3 = 𝑟′
3 − (𝑟2 − 𝑟′

2) + 𝑉1，可见调整之后的余数之和不会更劣。

那么这样顺次考虑下去，最优方案都能调整到我们的贪心结果上。

Subtask5

上面的贪心瓶颈在于找最大余数那里，可以转化成这么一个问题：

求 𝑘𝑥 + 𝑏 mod 𝑝(0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑛) 的最大值。
考虑二分答案 𝑚𝑖𝑑，转换成计数问题：

𝑛
∑
𝑖=0

[(𝑘𝑖 + 𝑏) mod 𝑝 < 𝑚𝑖𝑑]

=
𝑛

∑
𝑖=0

[⌊𝑘𝑖 + 𝑏 − 𝑚𝑖𝑑
𝑝 ⌋ + 1 = ⌊𝑘𝑖 + 𝑏

𝑝 ⌋]

=
𝑛

∑
𝑖=0

⌊𝑘𝑖 + 𝑏
𝑝 ⌋ −

𝑛
∑
𝑖=0

⌊𝑘𝑖 + 𝑏 − 𝑚𝑖𝑑
𝑝 ⌋

这个可以用类欧 𝑂(log 𝑛) 做。
𝑚 和值域视为同阶，那么就做到了 𝑂(𝑛 log 𝑚3) 的复杂度。

Subtask6

二分的 log 是可以去掉的！可以直接求最值！

下面设：

𝑓(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑛) = 𝑛max
𝑖=0

{(𝑎𝑖 + 𝑏) mod 𝑐}

𝑔(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑛) =
𝑛

min
𝑖=0

{(𝑎𝑖 + 𝑏) mod 𝑐}

其中，𝑎, 𝑏, 𝑛 ≥ 0, 𝑐 > 0。
• 简单的边界情况：

𝑓(𝑎, 𝑏, 𝑐, 0) = 𝑔(𝑎, 𝑏, 𝑐, 0) = 𝑓(0, 𝑏, 𝑐, 𝑛) = 𝑔(0, 𝑏, 𝑐, 𝑛) = 𝑏 mod 𝑐

• 简单但是极其重要的第一个递归式：

𝑓(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑛) = 𝑓(𝑎 mod 𝑐, 𝑏 mod 𝑐, 𝑐, 𝑛)

𝑔(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑛) = 𝑔(𝑎 mod 𝑐, 𝑏 mod 𝑐, 𝑐, 𝑛)
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接下来是阴间的部分 (考虑交换 𝑎, 𝑐 )：

𝑓(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑛) = 𝑛max
𝑖=0

{(𝑎𝑖 + 𝑏) mod 𝑐}

=
⌊(𝑎𝑛+𝑏)/𝑐⌋

max
𝑗=0

{⌊𝑐𝑗 + 𝑐 − 𝑏 − 1
𝑎 ⌋ ⋅ 𝑎 + 𝑏 − 𝑐𝑗}

= 𝑐 − 1 −
⌊(𝑎𝑛+𝑏)/𝑐⌋

min
𝑗=0

{𝑐𝑗 + 𝑐 − 𝑏 − 1 − ⌊𝑐𝑗 + 𝑐 − 𝑏 − 1
𝑎 ⌋ ⋅ 𝑎}

= 𝑐 − 1 − 𝑔(𝑐, 𝑐 − 𝑏 − 1, 𝑎, ⌊(𝑎𝑛 + 𝑏)/𝑐⌋)

然而上面的推导有一个重大 (yinjian) 的漏洞，枚举每一个 𝑗 时，对应到的所有 𝑖 不
一定能够都满足 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛。
事实上，这种情况会发生当且仅当 𝑗 = 0 或 𝑗 = ⌊(𝑎𝑛 + 𝑏)/𝑐⌋ 的时候，而在 𝑓 函数
求解的时候，唯一可能出现问题的，恰好是 𝑗 = ⌊(𝑎𝑛 + 𝑏)/𝑐⌋。
因此我们就可以得到 𝑓 → 𝑔 的最终的转移式：
𝑓(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑛) = max((𝑎𝑛 + 𝑏) mod 𝑐, 𝑐 − 1 − 𝑔(𝑐, 𝑐 − 𝑏 − 1, 𝑎, ⌊(𝑎𝑛 + 𝑏)/𝑐⌋ − 1))

我们开辟了一条新路，那么 𝑔 的反过来推导变得容易了。

𝑔(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑛) =
𝑛

min
𝑖=0

{(𝑎𝑖 + 𝑏) mod 𝑐}

=
⌊(𝑎𝑛+𝑏)/𝑐⌋

min
𝑗=0

{⌊𝑐𝑗 + 𝑎 − 𝑏 − 1
𝑎 ⌋ ⋅ 𝑎 + 𝑏 − 𝑐𝑗}

= 𝑎 − 1 −
⌊(𝑎𝑛+𝑏)/𝑐⌋

max
𝑗=0

{𝑐𝑗 − 𝑏 − 1 − ⌊𝑐𝑗 − 𝑏 − 1
𝑎 ⌋ ⋅ 𝑎}

= 𝑎 − 1 − 𝑓(𝑐, −𝑏 − 1, 𝑎, ⌊(𝑎𝑛 + 𝑏)/𝑐⌋)

但是同样要注意交换求和号的时候会在首尾两端不满足一一对应关系！这次是 𝑗 = 0
会出问题，于是更正如下：

𝑔(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑛) = min(𝑏, 𝑎 − 1 −
⌊(𝑎𝑛+𝑏)/𝑐⌋

max
𝑗=1

{𝑐𝑗 − 𝑏 − 1 − ⌊𝑐𝑗 − 𝑏 − 1
𝑎 ⌋ ⋅ 𝑎}

𝑔(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑛) = min(𝑏, 𝑎 − 1 −
⌊(𝑎𝑛+𝑏)/𝑐⌋−1

max
𝑗=0

{𝑐𝑗 + 𝑐 − 𝑏 − 1 − ⌊𝑐𝑗 + 𝑐 − 𝑏 − 1
𝑎 ⌋ ⋅ 𝑎}

因此我们就可以得到 𝑔 → 𝑓 的一个转移式：
𝑔(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑛) = min(𝑏, 𝑎 − 1 − 𝑓(𝑐, 𝑐 − 𝑏 − 1, 𝑎, ⌊(𝑎𝑛 + 𝑏)/𝑐⌋ − 1))

利用这两个递归式，𝑓 和 𝑔 的计算都可以做到与辗转相除计算 gcd(𝑎, 𝑐) 级别相同的
复杂度。所以最终时间复杂度 𝑂(𝑛 log 𝑚2)。
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其他

关于卡常，外层的二分可以算一下上下界，是 𝑂(𝑛) 级别的。
关于数据，在值域或者 𝑛 很小的时候基本随不出强的数据 QAQ，随便写个假贪心都
能过。。。只能手工造了。
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