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Tresé

Dane jest drzewo z wagami na krawedziach. Nalezy wybra¢ dowolna liczbe roz-
tacznych krawedziowo Sciezek. Diugosé kazdej $ciezki musi wynosi¢ dokladnie
4, gdzie przez dlugoéé éciezki rozumiemy liczbe krawedzi w niej. Nalezy zmak-
symalizowaé¢ sume wag krawedzi pokrytych przez Sciezki.

Rozwigzanie

Rozwiazmy zadanie za pomoca programowania dynamicznego. Ukorzenmy drze-
wo w dowolnym wierzchotku. Niech DP[v][i] (gdzie 0 < i < 4). Oznacza mak-
symalng sume wag krawedzi, jesli wybieraliémy $ciezki jedynie w poddrzewie
zawieszonym w wierzchotku v, wszystkie wybrane $ciezki maja dlugoéé 4, z wy-
jatkiem jednej z nich, ktérej jeden z koncdéw to v i ktorej dtugosé wynosi i. Jak w
standardowym programowaniu dynamicznym na drzewie, musimy umieé zrobié
dwie rzeczy.
Dodaé korzeniowi drzewa ojca:

8, b

Oraz polaczy¢ korzeniami dwa drzewa, gdzie korzen drugiego ma dokladnie

jedno dziecko:



Pierwsze przejécie jest prostsze. Znajac tablice DP[v] i znajac wage krawedzi
prowadzacej do ojca v (oznaczmy ja w), wystarczy wykonaé:

Laczenie drzew jest nieco trudniejsze. Zauwazmy, ze Sciezki dlugosci 1 lacza
sie ze $ciezkami dlugosci 3, a $ciezki dlugosci 2 lacza sie z innymi $ciezkami
dlugosci 2. Sciezki dlugosci 0 (czyli brak $ciezki) nie wplywaja na nic. Dla
rozwazonego prefiksu dzieci v interesuje nas zatem o ile wiecej $ciezek dtugosci
1 niz Sciezek dlugosci 3 wybraliSmy, oraz jaka jest parzystosé liczby wybranych
Sciezek dlugosci 2.

Oznaczmy zatem dhugos$é rozwazonego prefiksu dzieci przez i, réznice mie-
dzy liczbag wybranych $ciezek dtugosci 1 i liczba wybranych Sciezek dtugosci 3
przez j, a parzystos¢ liczby wybranych Sciezek dlugosci 2 przez £. Ten problem
mozemy réwniez rozwiazaé za pomocg programowania dynamicznego. Wpro-
wadZmy tablice DPy[i][][¢], ktéra odpowiada maksymalnej mozliwej sumie wag
krawedzi w scenariuszu opisanym wyzej. Latwo wywnioskowaé, ze zachodzi
DP[v] = {DP,[d][0][0], DP,[d][1][0], DP2[d][0][1], DP2[d][-1][0]}, gdzie d jest
liczba dzieci v. Z kazdego stanu mamy stala liczbe przej$é (dla dziecka v moze-
kwadratowo wiele, przez co potrzebujemy jakiej$ optymalizacji.

Wiéréd dzieci v istnieje pewne optymalne przyporzadkowanie kazdemu dziec-
ku dlugodci Sciezki, ktéra ma odchodzi¢ w jego strone. W tym przyporzadko-
waniu jest w szczegélnosci podciag dzieci, ktére beda mialy przyporzadkowana
$ciezke dlugosei 1 lub 3 (a licznosci takich dzieci musza finalnie r6znié sie co naj-
wyzej o 1). Zauwazmy, ze gdyby$my znali taka kolejnosé dzieci v, w ktérej dzieci,
ktérym nalezy przyporzadkowadé Sciezki diugosci 1 oraz 3, wystepowaly na zmia-
ne, to parametr j wcale nie musialby miescié¢ sie w przedziale [—n, n] — mégtby
wtedy miescié sie w przedziale [—1, 1]. Niestety, nie znamy takiej kolejnosci, ale
napawa nas to nadzieja — sprébujmy utozyé¢ dzieci v w losowej kolejnosci!

Wyobrazmy sobie dlugi ciag binarny, w ktérym zera odpowiadaja dzieciom,
w ktore odchodzi¢ bedzie $ciezka dlugoéci 1, a jedynki odpowiadaja dzieciom,
w ktére odchodzié¢ bedzie Sciezka dtugosci 3. Wiemy, ze nasz ciag zostal losowo
przemieszany. Zastanéwmy sie zatem, jaka moze by¢ oczekiwana maksymalna
roznica miedzy liczba zer i liczba jedynek w pewnym prefiksie. Jesli wszyst-
kie elementy ciagu bylyby niezaleznie od siebie losowane ze zbioru {0, 1}, to
interesowaloby nas odchylenie standardowe doé¢ prostej zmiennej, ktére podpo-
wiadaloby, ze szukana przez nas odpowiedzia jest O(y/n). Dodatkowo wiemy, ze
sumaryczna liczba zer oraz liczba jedynek réznia si¢ co najwyzej o 1, co okazuje
sie jedynie nam pomagaé (jesli do tej pory spotkaliSmy wiecej zer niz jedynek,
to nastepna warto$¢ ma wieksze szanse by¢ jedynka niz zerem i vice versa).



Warto jednak przekonaé sie o tym nieco doglebniej, szczegdlnie, ze musimy
recznie wybraé jaka$ stala, przez ktérg ograniczymy mozliwe wartosci parame-
tru j. Mozemy zatem napisa¢ do$¢ prosty program pomocniczy, ktéry (réw-
niez korzystajac z programowania dynamicznego) policzy w zlozonosci O(n - ¢)
prawdopodobienstwo, ze przy ograniczeniu mozliwego przedziatu parametru j
do [—¢, ], nasz algorytm zadziala poprawnie. Przemyslenie szczegdtéw wspo-
mnianego programu pozostawiamy jako ¢wiczenie dla czytelnika. Z napisanego
programu tatwo uzyskaé¢ informacje, ze rzeczywiscie warto$é¢ ktorej szukamy jest
rzedu O(y/n). Przy jego pomocy mozemy réwniez dobraé¢ odpowiednia stala, za-
lezna od prawdopodobienstwa, ktérego oczekujemy. Mozemy réwniez oczywiscie
prébowaé jak najdoktadniej dowodzi¢ prawdopodobienstwa sukcesu naszego al-
gorytmu, jednak w konkursach programistycznych, w ktérych nie ma potrzeby
dowodzenia poprawnosci swoich rozwiazan, wspomniany program powinien by¢
w zupelnosci wystarczajacy.

Ostateczna zlozonosé algorytmu wynosi zatem O(n - /n).
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