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Tresé

Dany jest ciag par liczb (a;, b;) oraz liczba k. Nalezy stworzy¢ ciag ¢1,ca, -+, ¢p.
W tym celu, musimy wybraé¢ dokladnie k pozycji i ustali¢ na nich ¢; := a;. Na
pozostalych pozycjach nalezy ustali¢ ¢; := b;. Naszym celem jest zminimalizo-
wanie maksymalnej sumy liczb tworzacych spojny przedzial ciagu ci,co, ..., cp.
Dodatkowo, jesteSmy proszeni o odtworzenie wyniku, tzn. skonstruowanie do-
ktadnego ciagu ci,ca, ..., Cp.

Rozwigzanie

Sprébujmy stworzy¢ optymalny ciag bez wzgledu na parametr k. W tym celu
dla kazdej pozycji ¢ wybieramy mniejsza z dwoch wartosci: a; oraz b;. W tak
stworzonym ciagu ktorego$ wyboru dokonalidémy za duzo razy — bez straty ogdl-
nosci zatézmy, ze za duzo razy wybraliSmy a;. Mozemy zatem wywnioskowad,
ze na kazdej pozycji, na ktorej wybraliSmy b;, byl to wybér ktérego nie nalezy
zmienia¢. Mozemy zatem na tych pozycjach ustali¢ a; := b;. Dzieki temu zysku-
jemy zalozenie, ze dla kazdego i zachodzi a; < b;, ktore okaze si¢ by¢ wygodne
podczas implementacji. Musimy teraz wybraé¢ dokladnie & pozycji, na ktérych
zdecydujemy sie na wybér a;. Zauwazmy, ze wspomniane przypisanie sprawia,
ze mozemy mysle¢ o wybraniu co najwyzej k pozycji, na ktorych zdecydujemy
sie na wybér a;, co rOwniez moze okaza¢ sie wygodne, zaleznie od szczegdléw
implementacji.

Zacznijmy od bardzo wolnego rozwiazania i optymalizujmy je. W tym celu
warto zastanowié sie, jakie znamy algorytmy liczace przedzial o najwigkszej
sumie i ktéry bedzie dla nas przydatny. Skorzystamy tutaj z algorytmu, ktory
iteruje sie po kolejnych prefiksach i dla kazdego z nich oblicza maksymalng sume
liczb na jakim$ sufiksie tego prefiksu. Powiedzmy, ze rozwazyliSmy juz prefiks
dhugoéci i, a najwieksza suma liczb na jego sufiksie wynosi s. Przechodzac do
prefiksu dlugosci ¢ 4+ 1 ustalamy s := s + a;41. Nastepnie, mamy mozliwosé
wyzerowaé dlugo$é sufiksu o najwiekszej sumie — jesli najwiekszy sufiks zawiera
ostatni element, to przed nim na pewno uzywamy dokladnie tego sufiksu, ktory
byl optymalny dla prefiksu kréotszego o 1. Jesli go nie zawiera, to suma liczb w
optymalnym sufiksie to po prostu 0. W tym celu ustalamy s := max(s,0).
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Pamigtamy réwniez globalna zmienng m, ustalona poczatkowo na 0. Po
kazdym przedluzeniu prefiksu ustalamy m := maz(m,s). Koncowa warto$é
zmiennej m jest szukanym wynikiem. Pozwala nam to skonstruowaé rozwia-
zanie wykladnicze. Idac od lewej, rekurencyjnie rozwazamy dla kazdej pozycji,
czy zdecydujemy sie na wybranie na niej wartosci a; czy b;. Interesujacymi nas
wartosciami, sa oczywiscie wartosci s oraz m, a takze liczba pozycji na ktérych
zdecydowaliSémy sie na wybér a;. Mozemy zatem opisaé stan krotka czterech
liczb: (i, 7, s,m), gdzie i oznacza dtugosé rozwazonego prefiksu, a j oznacza licz-
be pozycji, na ktérych wybraliémy element ciagu aq,as,. .., ay.

W podobnych sytuacjach, gdy musimy minimalizowa¢ maksimum po jakich$
warto$ciach, warto jest rozwazy¢ wyszukiwanie binarne po wyniku. Sprawia to,
ze mamy globalne zalozenie, ktérego musimy pilnowaé. Sprébujmy wiec zasto-
sowacé je tutaj i skupmy sie na sprawdzeniu, czy da sie sprawi¢, by suma liczb w
zadnym przedziale nie przekraczala X. Okazuje sie zmieniaé to stan z (i, j, s,m)
w (i, j, $) — nie interesuje nas maksymalna do tej pory warto$¢ s, wazne jedynie,
ze nigdy nie przekroczyta ona X.

Pozwala to nam wysunaé obserwacje: dla ustalonych wartoéci ¢ oraz j nie
interesuja nas wszystkie mozliwe wartosci s, do ktérych mogliémy dojsé bez
przekraczania X — interesuje nas jedynie najmniejsza z nich! Mozemy zatem
uzy¢ programowania dynamicznego: niech D P[i][j] oznacza minimalng mozliwa
do osiagniecia wartosé s, przy zatozeniu, ze rozwazyliémy juz prefiks dtugosci ¢,
J razy wybraliSmy na nim element ciagu a1, as,...,a, i suma w zadnym prze-
dziale do tej pory nie przekroczyla X. Dodatkowo, niektére j moga w ogdle
nie by¢ osiggalne. Oznacza to, ze nie mogliémy wybraé¢ tylko tyle wartosci a;,
zeby nigdzie nie przekroczyé X. Osiagalny bedzie sufiks mozliwych wartosci j.
Aby nieco uprzyjemnié¢ implementacje warto w tym momencie zmienié¢ definicje
— ustalamy zatem k :=n — k i méwimy, ze musimy co najmniej k razy wybraé
warto$é b; (czyli te wieksza). Sprawi to, ze tylko prefiks wartodci j bedzie osia-
galny. Powyzsze podejscie ma zlozonosé kwadratowa, wiec potrzebujemy jeszcze
jednej obserwacji.

Zaimplementowanie powyzszego programowania dynamicznego pozwala za-
uwazy¢ wazna wlasnoéé: dla ustalonego i, wartosci DP[i][j] sa oczywiscie nie-
malejace, ale réwniez wypukle! Innymi stowy, wartosci DP[i|[j] — DP[i][j — 1]
rowniez sg niemalejace. Doswiadczeni zawodnicy powinni w tym momencie wie-
dzieé, co nalezy zrobié. Zamiast utrzymywaé¢ wszystkie wartosci D P[i][j], utrzy-
mujmy jedynie r6znice miedzy nimi oraz warto$¢ DP[i][0]. Zastanéwmy sie, jak
zmieniaja sie owe réznice przy przejéciu do nastepnego prefiksu. Musimy wyko-
naé¢ DPIi][j] = max(min(DP[i —1][j — 1] + b;, DP[i — 1][j] + a;),0). Sprébujmy
rozlozy¢ to przejécie na nieco mniejsze skladowe. Po pierwsze, mozemy kazda
warto$é zwiekszy¢ o a; — wystarczy w tym celu zwiekszyé DPJi][0] o a; oraz nie
zmieniac roznic. Nastepnie, dla kazdego elementu jednocze$nie, musimy wybraé
mniejsza z dwoch mozliwosci — DP'[i][j] = min(DPi]|j], DP[i|[j — 1] +b; — a;).
Warto zauwazy¢, ze skoro réznice byly posortowane, to opisana operacja jest
rownowazna wlozeniu wartosci b; — a; do posortowanego ciaggu réznic. Sprawia
to, ze mozemy do utrzymywania tego ciaggu uzyé¢ gotowych struktur danych
oferowanych przez popularne jezyki programowania.
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Nastepna operacja, ktéra musimy wykonacé, jest zwiekszenie wszystkich ujem-
nych wartosci do zera. Poniewaz nadal wartosci D P[i] sa niemalejace, to jedynie
prefiks warto$ci mogt staé si¢ ujemny, musimy wigc go zwigkszy¢. Zauwazmy,
ze je$li musieliby$my zwickszy¢ do zera wiele pierwszych wartoéci, to réznice
miedzy nimi stana sie zerami. Aby nasze rozwiazanie byto dostatecznie szybkie,
mozemy zamiast trzymaé¢ w strukturze wszystkie zerowe réznice, trzymac jedy-
nie ich liczbe — dzieki temu nie bedziemy musieli sie¢ po nich wszystkich iterowaé
i nasze rozwigzanie bedzie si¢ dobrze amortyzowato — potencjatem bedzie liczba
niezerowych réznic.

Ostatnia rzecza jest ewentualne usuniecie sufiksu wartoéci, ktére przekracza-
ja X. Tutaj musimy oprécz wartosei DP[i)[0] i ciagu rézni¢ pamietaé réwniez
sume réznic. Pozwoli nam to latwo obliczaé¢ ostatni element ciggu, stwierdzaé
czy jest on wiekszy niz X i ewentualnie usuwaé ostatnie wartosci.

Umiemy zatem powigkszaé prefiks o 1 w zlozonosci O(log(n)). Po przejéciu
przez caly ciag wystarczy sprawdzié, czy w strukturze mamy co najmniej k
réznic, czyli czy warto$é D P[n][k] jest osiagalna. Jedli tak, to mogliSmy wybraé
co najmniej k réznych pozycji i ustali¢ na nich b; tak, by suma liczb w zadnym
przedziale nie przekroczyla X. Zauwazmy réwniez, ze z przebiegu algorytmu
mozemy wyciagnaé wszystkie informacje potrzebne nam do odtworzenia wyniku
— mozemy dla kazdej réznicy pamietaé ktorej pozycji ona odpowiada.

Cale rozwiazanie, ze wzgledu na wyszukiwanie binarne oraz uzycie odpo-
wiedniej struktury danych, ma zlozono$é¢ O(n - log(n) - log(n - A)), gdzie A jest
gbérnym ograniczeniem na wartoéci w ciaggach ay,as, ..., a, oraz by, bs, ..., by.
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