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Tresé

Dany jest graf skierowany o n wierzchotkach, w ktérym z kazdego wierzchotka
wychodzi przynajmniej jedna krawedz. Musimy rozwiaza¢ nastepujace zadanie
dla kazdej liczby k z przedziatu [1,n):

Zalézmy, ze kazdy wierzcholek jest biaty lub czarny. W jednym ruchu moze-
my kliknaé¢ dowolny czarny wierzcholek o indeksie nieprzekraczajacym k, a loso-
wy wierzchotek, do ktérego prowadzi krawedz z kliknigtego wierzchotka, staje sig
czarny (niezaleznie od tego jakiego koloru byl). Méwimy, ze para wierzchotkéw
(v,u) (gdzie v # wu) jest dobra, jesli zaczynajac ze stanem, w ktérym wszyst-
kie wierzchotki poza v sg biate, a wierzcholek v jest czarny, jesteSmy w stanie
wymusié¢, by w skoniczonej liczbie krokéw kliknaé¢ wierzchotek u. Zadaniem jest
policzy¢ dobre pary wierzchotkdw.

Rozwigzanie

Po pierwsze sprébujmy lepiej zrozumieé losowy proces opisany w tresci zada-
nia. Skoro musimy wymusi¢, by co$ stalo si¢ w skoniczonym czasie, to mozemy
zalozyé, ze wszystko co w opisanym procesie jest losowe, jak tak naprawde dla
nas zlosliwe i dzieje sie tak, jakby$my tego nie chcieli. Mozemy wiec o opisa-
nym procesie mysleé tak, jakby istnial drugi gracz, ktéry (dla ustalonej pary
wierzchotkéw (v,u)) dziata tak, bySmy na pewno nie byli w stanie doj$¢ do
wierzchotka u (o ile to dla niego mozliwe).

Na poczatek sprobujmy obliczyé wynik dla k = n, czyli zalézmy, ze mozemy
klika¢ we wszystkie wierzchotki. Sprébujmy policzy¢, dla ustalonego wierzchotka
u, ile istnieje wierzcholkéw v, ze para (v,u) jest dobra. Jedli z kazdego wierz-
chotka wychodzi przynajmniej jedna krawedz, ktéra nie prowadzi do u, to drugi
gracz moze przy kazdym kliknigciu jakiegokolwiek wierzchotka zamalowywadé
na czarno wierzcholek rézny od u. Oznaczaloby to, ze nie istniejg takie dobre
pary aren. Jesli za$ istnieje wierzcholek (nazwijmy go w), z ktérego wszystkie
krawedzie prowadza do u, to jedli on bylby czarny, to klikajac w w, na pew-
no zamalujemy na czarno wierzcholek u, w ktéry nastepnie bedziemy w stanie
klikngé.
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Jesli znajdziemy taki wierzchotek w, to zmienia si¢ jeszcze jedna rzecz: teraz,
gdy istnieje wierzcholek z, z ktérego wszystkie krawedzie prowadza do u lub do
w, to jedli jest on czarny, to réwniez na pewno bedziemy w stanie klikna¢ w u.
Gdyby drugi gracz zamalowal na czarno wierzcholek u, to oczywiscie mozemy
go kliknaé. Jedli za$ zamaluje wierzcholek w, to wiemy, ze jesteSmy w stanie
wymusi¢ klikniecie u. Sprawia to, ze para (z,u) réwniez jest dobra. Proces ten
mozemy kontynuowac¢. Powiedzmy, ze wierzcholek x jest dobry, gdy x = u lub
para (x,u) jest dobra. Zawsze, gdy istnieje wierzchotek y, z ktérego krawedzie
prowadzg do dobrych wierzchotkéw, to oznacza to, ze on réwniez jest dobry.
Jedli za$ nie istnieje taki wierzcholek, to nalezy zakonczy¢ proces.

Umiemy zatem w czasie wielomianowym znalez¢ wszystkie dobre pary wierz-
chotkéw. Musimy jednak zatroszczyé sie, by caly proces przebiegal szybko.
Wprowadzmy pojecie ,grupy” wierzchotkéw oraz ,czola” grupy. Niech grupa
wierzcholtkéw bedzie podzbiér wierzchotkéow wraz ze wszystkimi krawedziami,
ktére z nich wychodza. Kazda grupa powinna posiadaé jeden wierzchotek, kté-
ry nazywamy czolem. Wszystkie krawedzie z wierzcholtkéw réznych od czota
muszg prowadzi¢ do wierzchotkéw, ktére naleza do grupy. Krawedzie z czota
moga prowadzi¢ zaréwno poza grupe, jak i do niej. Dodatkowo, nie moze istnieé¢
cykl skladajacy sie jedynie z wierzchotkow nalezacych do grupy i niebedacych
jej czotem. Przyktadowa grupa, z czotem zaznaczonym litera ¢, moze wygladac
nastepujaco:

Ustalmy wiec, na poczatku dzialania algorytmu, ze kazdy wierzcholek jest
niezalezna grupa. Naszym zadaniem bedzie wykrywaé sytuacje, gdy wszystkie
krawedzie z pewnej grupy « (a dokladniej z jej czola) trafiaja do tej samej grupy
y (oraz x # y).

W tym celu, mozemy dla kazdego wierzcholtka v, wylosowaé pewng war-
tos¢ rand[v]. Dla kazdego wierzcholka v, bedziemy réwniez pamietaé¢ warto$é
hash[v], bedaca suma po wartosciach rand[head[u]] po wszystkich krawedziach
v — u. Warto$é head[v] oznacza czolo grupy, do ktérej aktualnie nalezy v. Zna-
jac dowolng krawedz wychodzaca z v tatwo jest sprawdzié, czy grupe, w ktorej
czolem jest v, nalezy podlaczy¢ do innej grupy. Jedli ta krawedZz wychodzi do
wierzchotka u, to laczyé grupy musimy gdy hash[v] = deg(v) - rand[head|u]]
oraz head[u] # v, gdzie deg(v) jest liczba krawedzi, ktére wychodza z v.
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Pytanie, ktére musimy sobie zadaé, to jak sprytnie taczyé grupy, aby skon-
czy¢ z dobra zlozonoscia czasowa. Odpowiedz jest dos$é prosta: mozemy prze-
pisywaé¢ mniejszg grupe do wiekszej! Za kazdym razem, gdy musimy polaczyé
dwie grupy, iterujemy sie po wszystkich wierzchotkach, nalezacych do mniejszej
z nich oraz po wszystkich krawedziach, ktére do nich wchodza. Dzigki temu
mozemy tatwo aktualizowaé wszystkie wspomniane wartoéci i wykrywaé kiedy
nalezy potaczy¢ jakie$ grupy. Zlozonosé czasowa bedzie taka, jak zawsze gdy
korzystamy z przepisywania mniejszej grupy do wiekszej — O(m - log(n)) (gdzie
m jest liczba krawedzi w grafie). Podczas implementowania, warto rozwazy¢ nie-
reprezentowania swojej grupy przez jej glowe, co moze ulatwié¢ przepisywanie.
Koniecznie jednak musimy pamietaé, ktory wierzchotek jest czotem grupy.

W momencie, w ktérym nie musimy juz taczyé zadnych grup, warto zastano-
wic sie, jak jakas$ grupa moze wyglada¢. Nie moze by¢ dobrych par wierzchotkéw,
w ktérych oba wierzchotki naleza do réznych grup, wiec mozemy traktowaé je
kompletnie niezaleznie. Ustalmy zatem jedna, konkretna grupe, i nie przejmuj-
my sie innymi.

Na razie zapomnijmy o krawedziach wychodzacych z czota. Wiemy, ze kazda
Sciezka z kazdego wierzchotka w grupie prowadzi w koncu do czota. Dla kazdego
z nich ustalimy pierwszy taki wierzcholek, przez ktory na pewno prowadzi kazda
$ciezka wychodzaca z niego (i nazwiemy go next[v]). Zauwazmy, ze jest to jeden
konkretny wierzcholek, poniewaz jesli startujac z wierzchotka v na pewno przej-
dziemy przez wierzchotek u oraz na pewno przejdziemy przez wierzchotek w, to
albo startujac z u przejdziemy przez w, albo startujac z w przejdziemy przez wu,
ale nie moga zachodzi¢ oba. Dzieje sie tak, poniewaz grupa jest acykliczna. Z te-
go samego wzgledu istnieje dla niej porzadek topologiczny. ZnajdZzmy go zatem
(lub zapamietajmy go podczas laczenia grup). Rozwazajmy wierzcholki w grupie
(poza czolem) w kolejnosci narzuconej przez porzadek topologiczny, zaczynajac
od tych najblizej czota. Powiedzmy, Zze rozwazamy teraz wierzcholek v. Prosto
przekonaé sie, ze graf wyznaczany przez wartosci next[u] dla juz rozwazonych
wierzchotkéw u, jest skierowanym drzewem ukorzenionym w czole grupy. Nieco
trudniej przekonaé sig, ze wartosécia next[v] bedzie najnizszy wspélny przodek
wszystkich wierzchotkéw w, dla ktérych istnieja krawedzie v — u, we wczedniej
wspomnianym drzewie. Bardziej do$wiadczonych zawodnikéw do uswiadomie-
nia sobie tego moze przekonac fakt, ze podzadanie, ktére wlasnie rozwiazujemy,
to szukanie dominatoréw w grafie skierowanym. Powinnismy zatem, w trakcie
budowania drzewa, dla kazdego dodawanego do niego wierzchotka, oblicza¢ dla
niego jump pointery, ktére pozwola efektywnie znajdowaé najnizszego wspoélne-
go przodka.
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Musimy rozwazy¢ teraz dwa przypadki: albo z czota grupy prowadzi jakakol-
wiek krawedZ poza nia, albo wszystkie krawedzie wychodzace z niego prowadza
z powrotem do niej. W tym pierwszym para wierzchotkéw (v,u) jest dobra
wtedy i tylko wtedy, gdy u jest przodkiem v w drzewie wyznaczanym przez
wartosci next. W tym drugim wiemy, ze po wyjsciu z czola na pewno wréci-
my do tej samej grupy, wiec by¢ moze istnieja tez dobre pary wierzchotkéw,
w ktérych czolo jest pierwszym wierzchotkiem. Pierwszy wierzcholek, ktory na
pewno napotkamy wychodzac z czola, to znowu LCA wszystkich wierzchotkow,
do ktérych prowadzg krawedzie wychodzace z czota. Jesli zatem ustawimy taka
warto$¢ next|c], gdzie c¢ jest czolem, to skierowane drzewo zamieni sie w skiero-
wang meduze. Dla niej rowniez dos$¢ prosto jest obliczy¢ liczbe par wierzchotkéw
takich, ze z pierwszego istnieje Sciezka do drugiego.

Umiemy zatem w ztozonosci O(m - log(n)) obliczy¢ wynik dla k = n, ale nie
jest to jednak koniec zadania. Spdjrzmy na jaki$ wierzcholek v i na jego wartoscé
next[v]. To, co chcieliby$my zrobié, to znalezé¢ wierzcholek o najwigkszym in-
deksie, ktory lezy na jakiejkolwiek Sciezce z v do next[v] (wliczajac w to v oraz
next[v]). W tym celu mozemy zmodyfikowaé dziatanie wezesniej wspomnianych
jump pointeréw. Skoro chcemy, by kazda krawedz miala wage, to owe jump po-
intery zamiast trzymac¢ jedynie informacje ,,w jakim wierzchotku wyladujemy
skaczac o 2P w gore”, trzymaé tez informacje ,jakie jest maksimum z wag na
krawedziach, ktére miniemy skaczac w ten sposéb”. W ten sposéb w przypadku,
gdy grupa jest drzewem, dla kazdej dobrej pary aren (v, u), zacznie ona liczy¢ sie
do wyniku, gdy k£ bedzie co najmniej takie, jak maksymalna wartos¢ na $ciezce
miedzy nimi. Jest tak, poniewaz drugi gracz moze wybraé¢ owy wierzcholek o
maksymalnym indeksie i prowadzi¢ nas jedynie do niego, a jesli k jest mniejsze
niz indeks tego wierzchotka, to nie bedziemy mogli w niego kliknaé.

Jedli zas grupa jest meduza, to chcialoby sie powiedzie¢ co$ bardzo podobne-
go. Dokladniej, ze dla dobrej pary wierzchotkéw (v, u) zacznie sie ona liczyé do
wyniku od chwili réwnej maksymalnej wadze krawedzi na $ciezce od v do u w
meduzie. Niestety, pojawia sie pewien problem. Spéjrzmy na ponizszy przyktad:
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W zaleznosci od tego, czy czotem zostanie wierzchotek 2, 3 czy 4, mozemy
w trakcie obliczania meduzy otrzymaé rézne drzewa (i péZniej meduzy) wyzna-
czane przez wartosci next:

Jak tatwo zauwazy¢, srodkowa meduza jest niepoprawna i opisana wyzej
metoda liczenia nie zwréci poprawnego wyniku. Dzieje sie¢ tak, poniewaz dla
wierzchotka nielezacego na cyklu nie musimy dokladnie wiedzieé¢, na ktéry wierz-
chotek na cyklu musimy natrafi¢ najpierw. Innymi slowy, musimy natrafi¢ na
kazdy wierzcholek na cyklu, ale nie musimy mie¢ pewnosci co do tego, na ktory
natrafimy jako pierwszy. Co jesli natrafimy na zta meduze i jak w ogdle to wy-
kry¢? Po pierwsze zauwazmy, ze sam cykl nigdy sie nie zmieni — zawsze kolejnosé
wierzchotkéw oraz wagi krawedzi na nim pozostana takie same — dla kazdego
wierzchotka na cyklu wiemy, jaki inny wierzchotek z cyklu musimy napotkaé
jako pierwszy. By¢ moze wiec jesteSmy w stanie ustanowi¢ inny wierzcholek le-
zacy na cyklu czotem i przeliczy¢ cala meduze od nowa? Okazuje sie, ze tak!
Poprawnym czotem musi by¢ wierzchotek lezacy na cyklu, z ktorego wychodzi
krawedZ o maksymalnej wadze (sposréd krawedzi lezacych na cyklu w dowolnie
policzonej meduzie).

Dlaczego tak jest? Wybierzmy jakikolwiek wierzcholek nalezacy do meduzy,
ktéry nie lezy na cyklu, ale krawedz bezposrednio z niego wchodzi w wierzcho-
tek lezacy na cyklu. Nazwijmy go v. Nazwijmy tez kolejne wierzchotki lezace na

cyklu ¢y, ca,...,cq, gdzie cq jest czolem. Oznaczmy tez wage krawedzi prowa-
dzacej z ¢; do ¢;41 (lub z ¢4 do ¢;) jako w;. Powiedzmy, ze znamy rosnacy ciag
indeksow j1, ja, . . ., Jp taki, ze wierzcholki c;,, ¢y, , ..., c;, moga by¢ pierwszymi

wierzchotkami lezacymi na cyklu, ktére napotkamy po wyjsciu z v. Dodatkowo
powiedzmy, ze maksymalnym indeksem wierzchotka, ktéry musimy minaé, aby
dojé¢ do cyklu (czyli zalicza sie do tego réwniez v oraz kazdy z wierzchotkéw
Cj1sClyy---5Cj,), jest q. Jedli czolem ustanowili$my wlasnie wierzcholek cq4, to
waga krawedzi, ktéra w meduzie prowadzi z v do c;,, jest wigksza z dwéch war-
todci: ¢ oraz maksimum z wag wj, , wj, +1,--.,w;,—2,wj,—1. Okazuje sig, ze to
dobrze! Aby doj$¢ do wierzchotka c;, mozemy by¢ zmuszeni przejs¢ przez wierz-
chotek o wlasnie takim indeksie, za to nie mozemy by¢ zmuszeni przejs¢ przez
nic innego. Aby dojé¢ do ¢;, dla i # p, mozemy po pierwsze by¢ zmuszeni przej$é
przez wierzcholek ¢, ale réwniez by przejsé przez krawedZ o wadze wy (poniewaz
mozemy by¢ zmuszeni wej$¢ na cykl w wierzchotku c¢;, ). Jako, ze waga wq jest
najwieksza ze wszystkich, to uwzglednione wartosci sa poprawne.
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Zastanowienie sie czemu uwzglednione maksimum bedzie poprawne dla wierz-
chotkéw nienalezacych do ¢, , ¢y, . . ., ¢;, oraz dokoficzenie dowodu pozostawia-
my jako ¢wiczenie dla czytelnika.

Zostajemy zatem z nastepujacym zadaniem: majac dane skierowane drzewo
z wagami na krawedziach lub skierowang meduze z wagami na krawedziach,
nalezy dla kazdej liczby powiedzieéd, ile jest par wierzchotkéw takich, ze maksi-
mum na $ciezce miedzy tymi wierzchotkami jest réwne wlasnie tej liczbie. Sumy
prefiksowe, uzyte na wspomnianym ciagu, beda ostatecznym wynikiem w za-
daniu. Mozemy oczywiscie latwo sprowadzi¢ przypadek drzewa do przypadku
meduzy, poprzez dodanie cyklu dlugosci 1 w korzeniu drzewa. To zadanie jest
dos¢ standardowym ¢éwiczeniem na prace z drzewami oraz meduzami i da si¢ je
rozwigzaé na wiele sposobéw, jednak przedstawimy jedno z podej$é przyjetych
przez autoréw zadania.

Meduze mozemy potraktowac jako cykliczny ciag ukorzenionych drzew, gdzie
kazdy korzen ma wychodzaca skierowang krawedz do korzenia nastepnego drze-
wa. Zacznijmy od policzenia wyniku dla par wierzcholkéw nalezacych do tego
samego drzewa. Narzucajaca sie technika jest uzycie dekompozycji centroido-
wej. Znajdzmy centroid drzewa i policzmy maksimum na wszystkich Sciezkach
przechodzacych przez niego. Oczywiscie wszystkie Sciezki, ktére uwzglednimy,
musza prowadzi¢ od jakiego$ wierzchotka do jego przodka — w konicu drzewo jest
ukorzenione. Majac w reku centroid, mozemy policzy¢ maksima na Sciezkach od
niego do kazdego z jego potomkéw (bedacych w tym samym wywolaniu reku-
rencyjnym dekompozycji centroidowej) oraz maksima na $ciezkach od niego do
kazdego z jego przodkéw (réwniez zawartych w tym samym wywolaniu rekuren-
cyjnym). Majac dwie listy liczb, chcemy policzy¢ dla kazdej wartosci, dla ilu réz-
nych par wystepuje ona jako mazx(liczba z pierwszej listy, liczba z drugiej listy).
Latwo to zrobié¢ sortujac obie listy oraz uzywajac gasieniczki.

Nastepnie, dla kazdego drzewa, policzmy liste maksimow na $ciezkach od ko-
rzenia tego drzewa do kazdego wierzchotka w nim. Mozemy teraz uzy¢ techniki
dziel i zwyciezaj na ciagu drzew. Znajac przedzial drzew, chcemy podzieli¢ go
na pél i rekurencyjnie policzy¢ wyniki w obu z nich. Brakujacym sktadnikiem
jest to, by majac dane roztaczne przedzialy [a1,b1] oraz [ag, ba], policzyé wyniki
dla $ciezek zaczynajacych sie w drzewach z przedzialu [aq, b1], a konczacych w
przedziale [ag,bs], oraz policzyé wyniki dla Sciezek zaczynajacych sie w drze-
wach z przedziatu [ag, b2], a konczacych w przedziale [aq,b;]. Oba podproblemy
réwniez mozemy latwo rozwiazaé¢ uzywajac odpowiednich gasieniczek, jednak
pozwolimy sobie pominaé doktadne szczegoély techniczne.

Opisanej procedury uzywamy oczywiscie na kazdej grupie w calym grafie.
Uzywajac technik opisanych wyzej, otrzymamy finalng ztozonosé O(m-log?(n)),
ktora nie powinna mie¢ problemoéw z uzyskaniem kompletu punktow. Starannie
unikajac w niej sortowania, lub wybierajac nieco inne sposoby radzenia sobie
z opisanym podzadaniem na meduzie, mozemy skonczy¢ réwniez z algorytmem
dzialajacym w zlozonosci O(m - log(n)).
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