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Tresé

Dane jest drzewo, ktérego wierzchotki pomalowane sg na dwa kolory — czerwony
i czarny. Dodatkowo, dla kazdego wierzcholka wiemy, jakiego koloru ma on by¢
finalnie. W jednym ruchu mozemy wybra¢ dwa wierzcholki polaczone krawedzia,
i przemalowa¢ dowolny z nich na kolor drugiego. Nalezy stwierdzi¢, czy wyko-
nujac dowolny (by¢ moze pusty) ciag ruchéw, jesteSmy w stanie doprowadzié
drzewo do docelowego stanu.

Rozwigzanie
Zacznijmy od rozpatrzenia najprostszych przypadkow.

e Jesli poczatkowy i finalny stan drzewa sg identyczne, to odpowiedZ oczy-
widcie jest twierdzaca — nie musimy nic robié.

e Jesli poczatkowy stan zawiera tylko wierzcholki jednego koloru, to ponie-
waz finalny nie jest identyczny, to wymaga pojawienia sie innego koloru,
czego nie mozemy zrobi¢ — odpowiedz jest zatem przeczaca.

e Jesli w finalnym stanie kazda para sasiadujacych wierzchotkéw jest réznych
koloréw, to odpowiedz jest przeczaca — nie jesteSmy w stanie wskaza¢ pary
wierzchotkéw, na ktorej moglismy wykonaé ostatni ruch, poniewaz taka
para wierzchotkéw musi by¢ tego samego koloru.

e Jesli drzewo zawiera wierzchotek o stopniu co najmniej 3, to odpowiedz
jest twierdzaca.

Dowdéd ostatniego przypadku jest nieco skomplikowany. Powiedzmy, ze wierz-
chotek o stopniu co najmniej 3 to ¢, a trojka jakich$ jego sasiadéw to v, u
i w. Niech pierwsza czynnoscia, ktéra wykonamy, bedzie sprawienie, zeby nie
wszystkie z wierzchotkéw v, u, w mialy ten sam kolor. Jest to bardzo tatwo do
osiggniecia. Jesli na poczatku wszystkie maja ten sam kolor, to ,przyciagamy”
drugi kolor z dowolnego innego wierzchotka do najblizszego mu z tych trzech
wierzchotkow.
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Jesli gdzies w drzewie istnieje para wierzcholkéw (z,y) polaczonych kra-
wedzig taka, ze oba te wierzcholki maja finalnie byé¢ tego samego koloru, oraz
x £ tiy #t, to zaldézmy bez straty ogdlnosci, ze wierzchotkiem blizszym do
t jest wierzcholek z, a Sciezka z ¢ do x przechodzi przez v. Oznaczmy te Sciez-
ke przez c1,ca,...,cq, gdzie ¢; = t, co = v i ¢g = x. Oznaczmy poczatkowy
kolor wierzchotka 4 przez s;, a docelowy kolor wierzchotka ¢ przez k;. Zamiast
uzyska¢ zadany uktad, uzyskamy ukiad w ktérym wierzchotek ¢; malujemy na
kolor k.,_, dla kazdego ¢ z przedziatu [2,d]. Sprawi to, ze wsréd wierzchotkéw
{t,v,u,w} beda istnie¢ dwa wierzcholki polaczone krawedzia, ktére powinny
finalnie mie¢ ten sam kolor. Zauwazmy, ze jesli nie jestedmy w stanie znalezé
takiej pary wierzcholkéw (z,y), to znaczy, ze juz na poczatku wéréd wierzchol-
kéw {t,v,u,w} istnieja dwa polaczone krawedzig wierzcholki wymagajace tego
samego koloru i mozemy ominaé caly ten etap. Jak na koniec, z osiagnietego
uktadu, uzyskaé¢ docelowy uktad? Wystarczy kolejno, dla kazdego ¢ od 2 do d—1,
przemalowaé wierzchotek c¢; na kolor wierzchotka c¢;41, a na koniec przemalowaé
x na kolor wierzchotka y. Latwo zauwazy¢, ze da nam to docelowe rozwigza-
nie. Mozemy zatem od tego momentu zakladaé, ze finalnie wierzcholek ¢ oraz
wierzcholek v majg mie¢ ten sam kolor.

Mozemy rozwiazaé aktualne zadanie malujac odpowiednim kolorem kolejne
liScie drzewa i zapominajac o nich, az zostang w nim jedynie wierzchotki ¢, v,
u 1 w. Zauwazmy, ze tatwo jest ,przeciagnac¢” kolor z wierzchotkéw ¢, v, u i w
do dowolnego innego wierzchotka nie tracac faktu, ze wsréd tych wierzchotkéw
znajduja sie oba kolory.

Na koniec musimy doprowadzi¢ do sytuacji, w ktérej kazdy z wierzchotkéw
t, v, u i w ma odpowiedni kolor, przy czym wiemy, ze wierzchotki ¢ oraz v musza
mie¢ ten sam kolor. Tutaj réwniez tatwo jest si¢ przekonaé, ze zawsze da sie to
zrobié, zostawiamy to wiec jako éwiczenie dla czytelnika.

Powyzsze konczy przypadek, gdy w drzewie istnieje wierzcholek o stopniu
co najmniej 3. Co jedli tak nie jest? Oznacza to, ze drzewo jest Sciezka. Patrzac
na Sciezke jesteSmy w stanie podzieli¢ ja na spdjne przedzialy koloru czerwo-
nego oraz czarnego. Taki cigg koloréw ma jaka$ dtugo$¢ oraz kolor od ktorego
sie zaczyna. Oczywiscie oba kolory w takim ciggu wystepuja na zmiane. Moze-
my policzy¢ taki ciag zaréwno dla uktadu poczatkowego, jak i konicowego. Ko-
rzystajac z faktu, ze w ukladzie koncowym istnieja co najmniej dwa sasiednie
wierzchotki tego samego koloru, mozemy poczyni¢ wazna obserwacje: jezeli oba
ciagi koloréw sa réowne, to da si¢ przeksztalcié¢ jeden uklad w drugi! Wykazanie
tego faktu réwniez nie jest trudne i zostawiamy je jako ¢wiczenie.
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Co jednak, gdy ciagi nie sa rowne? Zastanéwmy sie, jak moze sie zmieniaé
ciag koloréw odpowiadajacy poczatkowemu ukladowi. Przedzialy tych samych
koloréw moga si¢ taczy¢ oraz skrajne przedzialy moga znikaé. Oznacza to, ze
mozliwymi ruchami sa: usunigcie pierwszego elementu ciagu; usunigcie ostatnie-
go elementu ciagu; usuniecie dwdch sasiednich elementéw ciggu. Dosé tatwo jest
zatem ustali¢ warunki na to, ze ciag poczatkowy da sie przeksztalci¢ w koncowy.
Jedli ciagi zaczynaja sie od tego samego koloru, to ciag startowy musi by¢ co
najmniej tak dlugi, jak koncowy. Jesli zas zaczynaja sie od réznych koloréw, to
ciag poczatkowy musi by¢ $cidle dtuzszy niz koncowy. Mozemy zatem wyzna-
czy¢ poczatkowy oraz koncowy ciag dla drzewa i sprawdzié, czy spelniaja one
odpowiednie nieréwnosci.

Cale zadanie opiera sie zatem na sprawdzeniu kilku prostych warunkow, co
oczywiscie mozemy zrobi¢ w czasie O(n).
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