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Tresé

Mamy dane liczby ¢, r oraz c. Naszym zadaniem jest policzy¢ ile istnieje réz-
nych nieetykietowanych drzew, ktérych wierzcholki sa pomalowane na jeden z
¢ koloréw i w ktérych rozmiar maksymalnego zbioru niezaleznego zawiera sie w
przedziale [¢,r]. Wynik nalezy podaé¢ modulo 998 244 353.

Rozwigzanie

Wspomniana liczba pierwsza dla bardziej doswiadczonych zawodnikéw jest sy-
gnatem, ze bedziemy intensywnie korzystaé z szybkiej transformaty Fouriera,
stuzacej do szybkiego mnozenia wielomianéw. Méwiac Scislej, bedziemy korzy-
sta¢ z operacji na funkcjach tworzacych: bedziemy chcieli umie¢ je dodawac,
mnozy¢, ale takze dla funkeji F'(z) bedziemy chcieli umieé obliczaé¢ exp(F(x)) i
ﬁ. Informacje na temat tego jak wykonywac te operacje w czasie O(n-log(n)),
gdzie n maksymalnym interesujacym nas wspélczynnikiem, mozliwe sa do zna-
lezienia w internecie.

Rozwazmy najpierw zadanie, w ktérym chcemy liczy¢ drzewa o liczbie wierz-
chotkéw réwnej n, zamiast o rozmiarze zbioru niezaleznego nalezacego do prze-
dziatu [¢, ], oraz interesuja nas rézne ukorzenione drzewa, a nie dowolne. Uzyj-
my zatem programowania dynamicznego: niech L[i] bedzie liczba takich r6znych
nieetykietowanych ukorzenionych laséw, ktére zawieraja doktadnie ¢ wierzchol-
kéw. Niech DJi] bedzie liczbg ukorzenionych drzew o i wierzchotkach. D[n] be-
dzie zatem interesujacym nas wynikiem. Programowanie dynamiczne inicjalizu-
jemy oczywiscie jako L[0] = 1. Zachodzi tez wlasnosé D[i| = ¢- L[i — 1] — drzewo
mozemy utozsamia¢ z lasem pozostalym po usunieciu jego korzenia, ktéry to
mogl mie¢ jeden z ¢ koloréw. Warto zauwazy¢, ze ciag (L,,) mozemy utozsamiaé
z jego funkcja tworzaca, ktéra bedziemy oznaczaé jako L(x). Warto wprowadzié
tutaj pomocnicze ciagi — niech L;(x) oznacza funkcje tworzaca dla ciagu, kté-
ry oznacza liczbe laséw o odpowiedniej liczbie wierzchotkow, w ktorych kazde
drzewo ma rozmiar co najwyzej i. Zaczynamy oczywiscie z Lo(z) = 1.
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Jesli poznamy warto$é DJi], to do$é tatwo jest, znajac réwniez L;_1(x), ob-
liczyé L;(z). Dla kazdego drzewa liczonego w DIi] mozemy dowolna liczbe jego
kopii dolozy¢ do dowolnego lasu. Dolozenie dowolnej liczby kopii drzewa o i
wierzchotkach mozemy wykona¢ poprzez przemnozenie przez Y~z = 1=
Skoro dla kazdego drzewa mozemy niezaleznie zdecydowaé o liczbie jego doto-
zonych kopii, to otrzymujemy réwnosé L;(x) = L;—1(x)

1

Latwo si¢ domy$lié, ze zamiast oblicza¢ kolejne L;(z), bedziemy utrzymy-
waé jedna funkcje i ja aktualizowaé. Mnozenie jest jednak trudne i wolne, co
mozemy zatem zrobi¢ zamiast niego? Cheac finalnie obliczy¢ [];_, uTli)D[il’
mozemy zamiast tego obliczy¢ exp(>._; 10g(m)). Dodawanie wydaje sie
juz prostsze, jednak by upewni¢ sie, ze istnieje jakakolwiek nadzieja na popra-
we czasowa, nalezy spojrzeé na rozwiniecie Taylora dla funkcji 1og((1T1i)Dm).
Otrzymujemy:

o
z¥

o8 ({r—3eyom ) = Pl >

Jest to dla nas Swietna wiadomosé. W i-tym kroku, logarytm ktéry do-
dajemy, jest nie tylko bardzo tatwy do obliczenia, ale réwniez ma tylko |7 ]
niezerowych wspolczynnikow! Mozemy zatem dodaé wszystkie logarytmy w zlo-
zonosci czasowej O(r - log(r)), a nastepnie w tej samej zlozonosci przytozyé do
nich eksponente. Jest jednak pewien problem. By obliczy¢ D[] musimy poznaé
[ L;—1(z), a w tym celu, musieliby$my dla kazdego i po drodze obliczaé
eksponente doé¢ duzej funkeji tworzacej.

Potrzebujemy zatem sprytnego pomystu. Powiedzmy, ze obliczyliSmy juz
log(Lqr (2)) dla pewnego k. Mozemy zatem pozwolié sobie na obliczenie Lok ().
Sprébujmy obliczy¢ jednoczesnie wszystkie wartosci D[i] dla ¢ nalezacego do
przedziatu [2% + 1,2%+1]. Jak mozemy to zrobi¢? Oznaczmy:

k

P(z) = Lok () mod 22" = L(z) mod z?

Low(z) — P ,»
S(z) = M mod 22"
x
W(z) = L2k+1(:2k— P(x) mod 22 — L(x)x;kP(x) mod 22"

P(x) 1 W(x) odpowiadaja zatem wszystkim lasom, ktérych liczba wierzchol-
kéw miedci si¢ w przedzialach odpowiednio [0, 2%) i [2F, 2F+1), zad S(x) odpowia-
da tym lasom, w ktérych drzewa nie przekraczaja rozmiarem 2¢. Korzystajac z
faktu, ze w lesie o sumarycznej liczbie wierzchotkéw mniejszej niz 25+ zmiedci
si¢ co najwyzej jedno drzewo o rozmiarze wickszym niz 2¥, mozemy rozpisaé
réwnanie, dzigki ktéremu bedziemy w stanie wyznaczy¢ W(x):

W(z) = S(z)+ P(x) - W(z)-z-¢ mod 22"

_ S(x)
1-P(z)-xz-c

k

W(x) mod 2
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Umiejac wykonywaé operacje na funkcjach tworzacych mozemy zatem ob-
liczyé W (x), dzieki czemu bedziemy w stanie poznaé¢ D[i] dla wszystkich i z
przedziatu [2% + 1, 28+1]. Dla kazdego z nich bedziemy zatem mogli zaktualizo-
waé L(x) o odpowiedni logarytm.

Poniewaz obliczenie kolejnych wartoéci wykonujemy w czasie O(2F - k), to
obliczenie liczby drzew ukorzenionych o n wierzchotkach dla kazdego n nie wiek-
szego niz r mozemy wykonaé w czasie O(r - log(r)). Pozostaja dwa problemy:
interesowaly nas rozmiary zbioroéw niezaleznych, oraz drzewa nie mialy by¢ uko-
rzenione.

Z pierwszym problemem mozemy poradzi¢ sobie nieco komplikujac oblicze-
nia. Wiemy, ze dla ukorzenionego drzewa istnieje algorytm zachtanny, ktéry ob-
licza rozmiar maksymalnego zbioru niezaleznego — wierzchotek nalezy do zbioru
niezaleznego wtedy i tylko wtedy, gdy zadnego jego dziecko do niego nie nalezy.

Zamiast funkcji tworzacej L(x), mozemy zdefiniowaé funkcje tworzace A(z)
oraz B(z). [x']A(z) oznacza liczbe takich ukorzenionych laséw o sumarycznym
zbiorze niezaleznym rozmiaru ¢, w ktérych zaden korzen nie zostal wziety do
zbioru niezaleznego przez algorytm zachlanny. [#]B(z) oznacza liczbe wszyst-
kich ukorzenionych laséw o sumarycznym zbiorze niezaleznym rozmiaru i. Ana-
logicznie do L;(x) mozemy zdefiniowaé A;(xz) i B;(x) — interesuja nas jedynie
ukorzenionych lasy, w ktérych zadne drzewo nie ma zbioru niezaleznego o roz-
miarze wiekszym niz i. Okazuje sie, ze analogicznie do przypadku z ogranicze-
niem na liczbe wierzchotkéw, mozemy znajac Agr (z) 1 Bar (x) obliczyé Agr+r ()
i Bori1(r) w czasie O(2% - k). Przeksztalcenia dzialaja na tej samej zasadzie,
jednak oczywiscie sa one bardziej skomplikowane, gdyz musimy rozwigzaé¢ uktad
dwoch rownan z dwiema niewiadomymi. Zabawe z dokladnym przeksztalceniem
wzoréw, postanowiliSmy pozostawié jako ¢wiczenie dla czytelnika.

7 drugim problemem, ktérym jest obliczenie liczby nieukorzenionych drzew,
a nie ukorzenionych, pomoze nam pewien niestawny wzor.

Obserwacja (Otter’s formula). Ustalmy nieukorzenione nieetykietowane
drzewo T. Niech v bedzie liczbg roznych drzew ukorzenionych w wierzchotku @ izo-
morficznych z T'. Niech e bedzie liczbg roznych drzew ukorzenionych w krawedzi
i izomorficznych z T. Niech s bedzie rowne 1, jesli T jest symetryczne wzgledem
ktoregkolwiek krawedzi, a 0 w przeciwnym przypadku. Wtedy v —e + s = 1.
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Korzystajac z A(x) oraz B(z) obliczymy G(x) oraz H(z). Niech [z]G(x)
oznacza liczbe ukorzenionych drzew o rozmiarze zbioru niezaleznego réwnym i,
w ktérych korzen nie zostal wzigty przez algorytm zachlanny do zbioru nieza-
leznego. Niech [x?]H (x) oznacza liczbe ukorzenionych drzew o rozmiarze zbioru
niezaleznego réwnym i, w ktorych korzen zostal wziety przez algorytm zachtan-
ny do zbioru niezaleznego. Niech [2]T(x) oznacza liczbe nieukorzenionych drzew
o rozmiarze zbioru niezaleznego réwnym ¢. Sumujac powyzszy wzor Ottera po
wszystkich nieetykietowanych drzewach otrzymujemy:

T(r) = Gla) + H(z) ~ 5G()? + 36(a?) ~ G)H(z) — 5 H(w) + 5 H(?)
2 2 2x 2x
T(z) okazuje si¢ by¢ dokladnie funkcja tworzaca ciagu, o ktéry jestesmy
pytani w zadaniu! Znajac dla kazdego n nie wiekszego niz r liczbe drzew o
rozmiarze zbioru niezaleznego réwnym n, mozemy po prostu zsumowacé te war-
tosci dla wszystkich n z przedziatu [¢, r]. Otrzymujemy dzieki temu rozwiazanie
dzialajace w ztozonosci O(r - log(r)) z ogromna stala.
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