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题目大意

 给一棵 𝑛 个点的树，求有多少方案选 𝑘 个联通块，使得存在一个中心点，𝑘个联
通块中所有点到这个中心点的距离都 ≤ 𝐿

 1 ≤ 𝑛 ≤ 106，1 ≤ 𝑘 ≤ 10



吐槽&讨论



算法1

 2𝑛𝑘枚举一 𝑘 个联通块判断是否可行

 复杂度：𝑂 2𝑛𝑘 ∗ 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑛, 𝑘)

 期望得分：8分



引理1

 一个重要的发现：

 引理1. 对于一个联通块 𝑆，我们设满足在 𝑆 中且到 𝑆 中任意点距离都 ≤ 𝐿 的点
集为 𝑇，则 𝑇 也是一个联通块

 证明.对于 𝑇 中的任意两点 𝑢 和 𝑣，一定有 𝑢 到 𝑣 路径上的任意点也在 𝑇 中



推论2

 我们还可以把结论推广到 𝑘 个点的情形：

 推论2.对于一个选 𝑘 个联通块方案 𝑆1, 𝑆2, 𝑆3, … , 𝑆𝑘，我们假设其满足条件的中心
点集合为 𝑇，则 𝑇 也是树上的一个联通块



算法2

 枚举推论2中的中心点联通块 𝑇，检查其它每个集合是否能够满足这个联通块

 复杂度：𝑂(3𝑛) 或 𝑂 2𝑛

 期望得分：16分



引理3

 注意到对于一个树上的联通块，我们设它的点集为 𝑆，我们设 𝑆 的导出子图的边
集为 𝑇，则有 𝑆 − 𝑇 = 1

 我们定义 𝑥 可以控制联通块 𝑆，当且仅当 𝑥 可以是 𝑆 的中心点

 引理3. 若我们假设𝑓(𝑣)表示点 𝑣 控制的联通块数，𝑔(𝑒)表示边 𝑒 的两个端点都
控制的联通块数，则答案就为



𝑣∈𝑉

𝑓 𝑣 𝑘 −

𝑒∈𝐸

𝑔 𝑒 𝑘

 因为 𝑘 个联通块同时被 𝑣 控制的方案数是 𝑓 𝑣 𝑘



算法3

 有了引理3，我们就可以考虑多项式做法了。一个点控制一个联通块当且仅当联
通块中每个点到它距离都 ≤ 𝐿，且这个点在这个联通块内。因此若我们假设 𝑇𝑖表
示所有到 𝑖 距离 ≤ 𝐿 的所有点构成的联通子树，则 𝑣 控制的联通块数等于 𝑇𝑣中
𝑣 包含 𝑣 的联通块数。

 我们考虑以 𝑣 为根做树形DP。𝑑𝑝𝑖 − 1表示以 𝑖 为根的子树中，包含 𝑖 的联通块
数，则转移可以写成：

𝑑𝑝𝑖 = ෑ

𝑣∈𝑐ℎ 𝑖

𝑑𝑝𝑣 + 1

 𝑓 𝑣 就等于 𝑑𝑝𝑣，因为这个时候我们假定了 𝑣 是根，那么以 𝑣 为根的子树就是整
棵树。𝑔 𝑒 也可以类似的求。𝑔 𝑒 的要求是两端点对应的子树深度都≤ 𝐿 − 1

 复杂度：𝑂 𝑛2

 期望得分：24分



算法4

 我们考虑 𝐿 = 𝑛 的点。这个时候一个点可以控制所有包含它的联通块。𝐿 的限制
没有意义了。

 那么我们就是要数有多少个联通块包含 𝑣。还是考虑树形DP。我们设 𝑑𝑝𝑖 − 1表
示以 𝑖为根的子树中包含 𝑖 的联通块数，𝑢𝑝𝑖表示包含 𝑖 且不包含以 𝑖 为根的子树
内其它点的联通块数，则可以直接转移

 复杂度：𝑂 𝑛

 期望得分：20分

 结合算法3可得36分



算法5

 当然我们可以直接把算法4的做法直接推广到 𝐿 小的时候。我们修改一下DP的定
义：

 我们设 𝑑𝑝𝑖,𝑗 − 1 表示以 𝑖为根的子树中包含 𝑖 且深度不超过 𝑗 的联通块数，𝑢𝑝𝑖,𝑗
表示包含 𝑖 且不包含以 𝑖 为根的子树内其它点的深度不超过 𝑗 的联通块数，转移：

𝑑𝑝𝑖,𝑗 = ෑ

𝑣∈𝑐ℎ 𝑖

𝑑𝑝𝑣,𝑗−1 + 1

𝑢𝑝𝑖,𝑗 = 𝑢𝑝𝑓𝑎𝑖,𝑗−1 ෑ

𝑣∈𝑐ℎ 𝑖

𝑑𝑝𝑣,𝑗−2 + 1

 DFS 两遍，第一遍算 𝑑𝑝，第二遍算 𝑢𝑝 即可。

 复杂度：𝑂 𝑛𝐿

 期望得分：36分

 结合算法4可得48分



算法6

 一条链的时候我们可以直接手算出 𝑓 𝑣 和 𝑔 𝑒

 期望得分：4分

 集合算法5可得52分



算法7 - 𝑑𝑝

 我们考虑算法5的瓶颈在于DP的维数是 𝑂 𝑛𝐿 的，但是我们发现转移类似一个点
积，因此我们可以考虑使用长链剖分优化

 对于第一部分 𝑑𝑝 的计算，我们只把轻边向重链合并

 但是这里有一个问题，我们维护的是不超过 𝐿 的个数，因此我们假设当且考虑
DFS到点 𝑢 对应的子树，在轻儿子 𝑣 向重链合并的时候，需要将比轻子树深度 𝑙
大的深度的 𝑑𝑝 值全部乘上 𝑑𝑝𝑣,𝑙，因为对于比 𝑙 大的深度，轻儿子 𝑣 对答案的贡

献一定都是 𝑑𝑝𝑣,𝑙。

 因为我们需要一个可以区间加、区间乘的数据结构，可以用可持久化线段树维护。
这里区间加是因为 𝑑𝑝 值最后有个 +1，可持久化的原因是在第二遍 DFS算 𝑢𝑝 的
时候还需要用到每个时刻的 𝑑𝑝值



算法7 - 𝑢𝑝

 关键问题是算 𝑢𝑝 的时候如何优化复杂度。我们考虑长剖均摊的关键是转移 𝑖 的
时候复杂度要是轻儿子深度和的。我们分转移重链和转移轻边考虑

 1. 重链：这个时候把所有轻儿子的 𝑑𝑝 值合并到 𝑢𝑝 上就行了，复杂度是所有轻
儿子深度和的，但一个点只会有一个轻儿子，因此这部分只会做一次

 2. 轻边：我们考虑如果一个轻子树的深度是 𝑑𝑒𝑝𝑖，则对于这个子树的里面的所
有点，他们需要用到的 𝑢𝑝𝑖,𝑗的 𝑗 的范围只会是 [𝑗 − 𝑑𝑒𝑝𝑖 , 𝑗]，因为注意到计算

𝑓 𝑣 我们只需要用到 𝑢𝑝𝑣,𝐿的值。这部分的复杂度是当前轻子树深度的，因此所
有轻边加起来复杂度就是所有轻儿子深度和

 因此两部分这样在点 𝑖 转移 𝑢𝑝 的时候复杂度就是所有轻儿子深度和的了。这样
这部分复杂度就可以类似长剖地证明了。



算法7 – 逆元

 如何转移轻边？

 方案1：先将 𝑢𝑝 和所有儿子的 𝑑𝑝 乘起来，求的时候再把对应轻儿子的值除掉

 真的一定存在逆元吗？正好是模数的倍数怎么办？

 取决于算法会被卡12-20分

 方案2：求出前缀和和后缀和，然后把对应的前缀和和后缀和乘一下就行了



算法7

 结合之前所述，即可将复杂度优化到 𝑂(𝑛 log 𝑛)，log 𝑛 是来自可持久化线段树维
护 𝑑𝑝 和 𝑢𝑝

 复杂度：𝑂(𝑛 log 𝑛)

 期望得分：80分

 结合算法6即可得到84分



算法8 – 可回退化

 我们考虑如何把复杂度优化到线性。

 算法7复杂度的瓶颈是可持久化线段树，我们考虑如何去掉这个。

 首先我们发现这里不需要可持久化，只需要可回退化就行了，因为我们可以按第
一次 DFS 的倒序进行第二次 DFS，每次把一个 𝑑𝑝 的版本（第一次DFS的顺序）
往回退一个就行了。而在 𝑢𝑝 的时候我们本身就是在一个DFS的过程上维护的，
因此只需要版本栈和DFS的栈保持一致就可以了

 这样我们就可以用可回退化线段树代替可持久化线段树，但这并不能优化复杂度



算法8 - 线段树？数组！

 我们考虑为什么要用线段树维护，因为我们要支持区间加和区间乘。

 但我们仔细考虑一下这个区间加和区间乘的过程，我们发现实际上是一个加只会
整体加，乘只会后缀乘，因此我们考虑如何借助这部分优化复杂度

 我们考虑给全局维护一个 𝑎𝑥 + 𝑏 的标记 𝑎 和 𝑏，然后在后缀乘的时候把前面部
分除回去。因为需要除的部分是转移的时候的子树的深度，因此复杂度也是对的。
但是这里也需要处理后缀乘 0的问题。我们再维护一个后缀赋值标记，对于要把
后缀乘 0的时候，我们先把标记向后推的乘 0的位置，然后打上一个后缀赋值为

−
𝑏

𝑎
的标记即可。

 将 𝑑𝑝、𝑢𝑝、前缀和和后缀和都用这么个结构维护即可

 这个结构上修改、查询都是 𝑂 1 的，因此复杂度就变成 𝑂 𝑛 了



算法8 – 逆元

 还有最后一个问题：在后缀乘 𝑎 的时候需要把前面部分除以 𝑎，这里需要求 𝑎 的
逆元 𝑎−1

 这里我们仔细分析一下乘的 𝑎 会是啥，我们发现它一定是 𝑑𝑝𝑣,𝑑𝑒𝑝 𝑣 或者一些

𝑑𝑝𝑣,𝑑𝑒𝑝 𝑣 的乘积。而 𝑑𝑝𝑣,𝑑𝑒𝑝 𝑣 就是我们在算法4中算的不考虑 𝐿 的限制的联通

块个数。因此我们可以先 𝑂 𝑛 扫一遍算出所有 𝑑𝑝𝑣,𝑑𝑒𝑝 𝑣 ，然后用预处理 1 ∼ 𝑛

的前缀和的方法预处理所有 𝑑𝑝𝑣,𝑑𝑒𝑝 𝑣 的逆元，复杂度 𝑂 𝑛 + log 𝑝 。

 然后每次维护 𝑎𝑥 + 𝑏 的标记 𝑎 和 𝑏 的同时维护 𝑎−1，即可将这部分做成线性。



算法8 - 线性预处理逆元

 我们考虑如何线性预处理 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … , 𝑎𝑛 的逆元。我们记

𝑏𝑖 =ෑ

𝑖=1

𝑖−1

𝑎𝑖

 则有 𝑏𝑖 = 𝑏𝑖−1 × 𝑎𝑖，𝑏𝑖
−1 = 𝑏𝑖+1

−1 × 𝑎𝑖+1。所以只需要算 𝑏𝑛
−1，即可线性推出其它

的。

 最后再用 𝑎𝑖
−1 = 𝑏𝑖 × 𝑎𝑖−1计算 𝑎𝑖

−1 即可。



算法8

 综合以上所述，就可以得到一个线性的做法。

 复杂度：𝑂 𝑛

 期望得分：100分



算法9

 关于 𝑘 = 1 的情况，有一个特殊的做法。

 我们假设以 1为根，考虑在每个联通块深度最低的位置统计答案。设 𝑑𝑝𝑖,𝑗 表示

以 𝑖 为根的子树，深度 ≤ 𝑗 且不存在超过 2𝐿 − 1 的直径的联通块个数，然后类
似前面的用长链剖分优化，用数据结构维护转移即可。

 期望得分：40分



花絮



题目背景杂谈

 背景中的两句话来自鲁迅的《记谈话》

 我们所可以自慰的，想来想去，也还是所谓对于将来的希望。

 希望是附丽于存在的，有存在，便有希望，有希望，便是光明。

 后面的一段话是这样的：

 黑暗只能附丽于渐就灭亡的事物，一灭亡，黑暗也就一同灭亡了，它不永久。

 然而将来是永远要有的，并且总要光明起来；

 只要不做黑暗的附着物，为光明而灭亡，则我们一定有悠久的将来，而且一定是光明的将来。

 无论省选对于你意味着什么，都希望你能拥有光明的将来。

 也祝愿OI能有光明的将来。



谢谢大家


