
Ruins 3

解説：岸田陸玖



問題概要

• 𝐴は 1,1,2,2, … ,𝑁, 𝑁 の順列であり、以下の操
作を 𝑁回行った後の数列の正の値を持つ番号
が指定される（ 𝑖番目が指定されている番号で
あるとき、 𝐴𝑖 は残ると呼ぶことにする）

• 2個の番号に同じ値を持つ場合、番号が小さい
ほうを −1加算する

• 𝐴の通り数は？



小課題１(𝑁 ≤ 13)

• 1,1,2,2, … , 𝑁, 𝑁 の順列は
2𝑁 !

2𝑁
個ある

• 𝑁 = 13 のとき約 5 × 1022 個あるので全探索
では間に合わない

•操作を繰り返し行うことで数列がどのように変
化するのかを考察してみる



値

操作回数

0 1

𝐴1 = 2のとき操作を行うことで
どのような遷移で変化するのか考えてみる

𝐴2 以降の値によらず以下のように遷移する
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2 3 (𝑁 = 3)



値

操作回数

0 1

𝐴2 = 3のとき操作を行うことで
どのような遷移で変化するのか考えてみる

𝐴3 以降の値によらず以下のように遷移する
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値

操作回数

0 1

𝐴3 = 2のとき操作を行うことで
どのような遷移で変化するのか考えてみる

𝐴4 以降の値によらず以下のように遷移する
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2 3 (𝑁 = 3)

この範囲に入ると、
𝑁回の操作後に残る



小課題１(𝑁 ≤ 13)

•前の例のように 𝑖 番目の値が残るか否かは
[1, 𝑖) 番目の値にのみ依存することが推測でき
る

•実際この推測は正しく、 𝑖 番目の値が残る
条件は次のように言い換えることができる

• 𝐵𝑗 = # 𝑘 ∈ [1, 𝑖)|𝐴𝑘 = 𝑗 と定義する
σ𝑗=𝑘
𝑙 (𝐵𝑗−1) ≥ 0 (𝑘 ≤ 𝑙 ≤ 𝑁) が成り立つような

𝑘 ≤ 𝐴𝑖 が存在する



小課題１(𝑁 ≤ 13)

• 𝐵𝑗 の値をkeyとして、 1番から順に値を決める
ようにDPをすればよい

• 0 ≤ 𝐵𝑗 ≤ 2より 𝑂 3𝑁𝑁 または 𝑂 3𝑁𝑁2

で解くことができる

• 6点！



小課題 2 (𝑁 ≤ 60)

• 𝐵𝑗 の値すべてをkeyとしてDPするのはできない

• σ𝑗=𝑘
𝑙 (𝐵𝑗−1) ≥ 0 (𝑘 ≤ 𝑙 ≤ 𝑁) が成り立つような

𝑘 の最小値 𝑘′ をkeyとしてDPできそう



小課題 2 (𝑁 ≤ 60)

•条件を次のように言い換えてみる

• 𝐵𝑗 = # 𝑘 ∈ [1, 𝑖)|𝐴𝑘 = 𝑗, 𝐴𝑘は残らない として
σ𝑗=𝑘
𝑙 (𝐵𝑗−1) ≥ 0 (𝑘 ≤ 𝑙 ≤ 𝑁) が成り立つような

𝑘 ≤ 𝐴𝑖 が存在する

•このように 𝐵𝑗 の定義を変えてみると
σ𝑗=𝑘
𝑁 (𝐵𝑗−1) = 0 が成り立ち、Dyck列（対応の

取れた括弧列）に類似したものになる



小課題 2 (𝑁 ≤ 60)

• σ𝑗=1
𝑘 (𝐵𝑗−1) の値の変化について考えてみる

𝑘0
𝑁𝑘′ − 1

3値版Dyck列



小課題 2 (𝑁 ≤ 60)

• 𝑑𝑝 𝑖 𝑗 を [1, 𝑖) 番目まで 𝐴𝑖 を（一部を除い
て）決めた時、𝑘′ = 𝑁 − 𝑗 + 1 となるような
通り数と定義する

※残らない番号で3値版Dyck列に含まないのは
未決定にしておく

• 𝑑𝑝 0 𝑗 = ቊ
1 (𝑗 = 0)
0 (𝑗 ≠ 0)

• 𝑑𝑝 2𝑁 𝑁 が答え



小課題 2 (𝑁 ≤ 60)

• σ𝑗=1
𝑘 (𝐵𝑗−1) の値の変化について考えてみる

𝑘0
𝑁𝑘′ − 1

3値版Dyck列
(長さ𝑗)

この部分は未決定



小課題 2 (𝑁 ≤ 60)

• 𝐴𝑖 が残るときのDPの遷移について考察する

•明らかに 𝐴𝑖 ∈ 𝑁 − 𝑗 + 1,𝑁 であり、
𝑘′ の値は変化しない

• 𝑁 − 𝑗 + 1,𝑁 内でまだ置けることのできる
値の個数を覚える必要がある

決定済み未決定



小課題 2 (𝑁 ≤ 60)

• 𝐴 を 1,1′, 2,2′, … , 𝑁, 𝑁′ の順列とする

• 1 と 1′ は値としては同じように扱うが
意味的には異なるものとして扱う

• 𝑑𝑝 2𝑁 𝑁 ×
1

2𝑁
が答え

• 𝑁 − 𝑗 + 1,𝑁 内でまだ置けることのできる
値の個数は 𝑗 − #{𝑘 ∈ [0, 𝑖)|𝐴𝑘は残る}

•このように、数える対象を変えることで計算が
容易になる場合がある



小課題 2 (𝑁 ≤ 60)

• 𝐴𝑖 が残るときのDPの遷移は以下のようになる

𝑑𝑝 𝑖 𝑗 = 𝑑𝑝 𝑖 − 1 𝑗 ∙ (𝑗 − # 𝑘 ∈ 0, 𝑖 𝐴𝑘は残る )



小課題 2 (𝑁 ≤ 60)

• 𝐴𝑖 が残らないときのDPの遷移について考える

• 𝑘′ の値は変化しないとき、𝐴𝑖 ∈ [1,𝑁 − 𝑗 + 1)
なので未決定にしておく

• 𝑘′ の値は変化する場合、未決定にしていた番
号の値を決めなければならない

•未決定にしていた番号は
𝑛𝑢𝑚 = # 𝑘 ∈ 0, 𝑖 𝐴𝑘は残らない − 𝑗 個存在
する



小課題 2 (𝑁 ≤ 60)

• 𝑘′ の値が 𝑥 だけ減ったとして、
以下のように3値版Dyck列を付け加えたとする

決定済み未決定 3値版Dyck列
(長さ𝑥)



小課題 2 (𝑁 ≤ 60)

•このとき、 𝐴𝑖 の値は端点のみ横線に接するよ
うな3値版Dyck列の最も右側になる

決定済み未決定 3値版Dyck列
(長さ𝑥)



小課題 2 (𝑁 ≤ 60)

•厳密に定義すると次のようになる

𝑝 = max{𝑘 ∈ [𝑁 − 𝑗 + 1 − 𝑥,𝑁 − 𝑗 + 1)|σ𝑙=𝑘
𝑁−𝑗

(𝐵𝑙−1) = 0}
とすると、 𝐴𝑖 ∈ [𝑝, 𝑁 − 𝑗 + 1) になる

決定済み未決定 3値版Dyck列
(長さ𝑥)

𝑝 − 1 𝑁 − 𝑗



小課題 2 (𝑁 ≤ 60)

• 𝑦 = 𝑁 − 𝑗 + 1 − 𝑝 とおくと、 𝐴𝑖 の値としてあ
りえる値の個数は 𝑦 個となる

•端点のみ横線に接する3値版Dyck列を
特殊𝟑値版Dyck列と呼ぶことにする

決定済み未決定 3値版Dyck列
(長さ𝑥)

𝑝 − 1 𝑁 − 𝑗

特殊3値版Dyck列
(長さ𝑦)



小課題 2 (𝑁 ≤ 60)

•付け加える3値版Dyck列 𝑆 = 𝑇 + 𝑇′
（ 𝑇′は特殊3値版Dyck列）が定まったとき、
𝐴の未決定である部分の決め方を考える

•未決定である番号 𝑛𝑢𝑚 + 1個（ 𝑖番目も含む）
の中で 𝑥個選んで番号の列 𝐼を決める
ただし、 𝑖 ∈ {𝐼𝑘|𝑘 ∈ [𝑥 − 𝑦 + 1, 𝑥]}が成り立つ
とする

•このような列の取り方の通り数は
𝑛𝑢𝑚
𝑥−1

∙ 𝑥 − 1 ! ∙ 𝑦



小課題 2 (𝑁 ≤ 60)

• 𝑖 , 𝑖’を 𝑆𝑖 + 1個だけ順に並べた数列を構成する

•例えば 𝑆 = (1,0, −1)のとき (1,1′, 2)
または (1,1′, 2′)となる

• 𝐴𝐼𝑗 の値はこの数列の 𝑗番目の値に

対応させるようにする（値は適切にずらす）

•数列の構成方法の通り数は
ς𝑖=1
𝑥 2 − 𝑆𝑖 =ς𝑖=1

𝑥−𝑦
2 − 𝑇𝑖 ×ς𝑖=1

𝑦
2 − 𝑇′𝑖



小課題 2 (𝑁 ≤ 60)

•長さ 𝑛 の3値版Dyck列 𝑆に対して
ς𝑖=1
𝑛 (2 − |𝑆𝑖|)の値を 𝑓 𝑆 と定め、

𝑓 𝑆 の総和を𝐷𝑛とする

•同様に特殊3値版Dyck列の場合を 𝐷′𝑛 とする

•このように定義すると今までの考察からDPの
遷移は以下のようになる

• 𝐷𝑛, 𝐷′𝑛 は 𝑂 𝑁2 のDPで計算できる

𝑑𝑝 𝑖 𝑗 + 𝑥 += 𝑑𝑝 𝑖 − 1 [𝑗] ∙ ෍

𝑦=1

𝑥
𝑛𝑢𝑚

𝑥 − 1
∙ 𝑥 − 1 ! ∙ 𝑦 ∙ 𝐷𝑥−𝑦 ∙ 𝐷′𝑦



小課題 2 (𝑁 ≤ 60)

• 𝐴𝑖 が残るとき

• 𝐴𝑖 が残らないとき

• 𝑂 𝑁4 で計算できる

• 58点！

𝑑𝑝 𝑖 𝑗 += 𝑑𝑝 𝑖 − 1 𝑗

𝑑𝑝 𝑖 𝑗 + 𝑥 += 𝑑𝑝 𝑖 − 1 [𝑗] ∙
𝑛𝑢𝑚

𝑥 − 1
∙ 𝑥 − 1 ! ∙ ෍

𝑦=1

𝑥

𝑦 ∙ 𝐷𝑥−𝑦 ∙ 𝐷′𝑦

𝑑𝑝 𝑖 𝑗 = 𝑑𝑝 𝑖 − 1 𝑗 ∙ (𝑗 − # 𝑘 ∈ 0, 𝑖 𝐴𝑘は残る )



小課題 3 (𝑁 ≤ 600)

• σ𝑦=1
𝑥 𝑦 ∙ 𝐷𝑥−𝑦∙ 𝐷′𝑦 の値をあらかじめ計算して

おけばよい（OEISで調べてみると 2𝑥
𝑥

に等
しいことがわかる）

• 𝑂 𝑁3 で計算できる

• 100点！



小課題 3 (𝑁 ≤ 600)

•以下のように計算することもできる

• 𝑋𝑖 を 𝑖番目に小さい残る番号とする

𝑑𝑝′ 0 𝑗 = ቊ
1 (𝑗 = 0)
0 (𝑗 ≠ 0)

𝑑𝑝′ 𝑖 + 1 𝑗 += 𝑑𝑝′ 𝑖 𝑗 ∙ 𝑗 − 𝑖

𝑑𝑝′ 𝑖 + 1 𝑗 + 𝑘 += 𝑑𝑝′ 𝑖 𝑗 ∙
𝑋𝑖+1 − 𝑖 − 𝑗 − 1

𝑘
∙
2𝑘

𝑘
∙ 𝑘!

𝑑𝑝′ 𝑁 𝑁 ×
1

2𝑁
が答え



得点分布

100点6点


