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1 试题来源

原创

2 试题大意

有一棵n个结点的仙人掌（每条边最多属于一个简单环的无向连通图），每

条边有个长度leni (1 ≤ leni ≤ 10000)。

有q个点集，每个点集给定两个整数u, d (1 ≤ u ≤ n, 1 ≤ d ≤ 109)，表示所有

与u的距离不超过d的点（包括u）在这个点集中。

两个点之间的距离为它们之间的最短路径的长度。

要求构造一个DAG（有向无环图），满足：

1、这个DAG至少有n + q个点，至多有1200000(1.2 × 106)个点和2400000

(2.4 × 106)条边

2、对于每一条边u→ v，u > n且u , v

3、对于第i (1 ≤ i ≤ q)个点集的每一个点x，第n + i个点到第x个点都有且

仅有一条路径

2015年信息学奥林匹克中国国家队候选队员作业 1



Tree and Sets解题报告 杭州学军中学王逸松

3 数据范围

测试点编号 n m q

1 1000 m = n − 1 1000

2 10000 m = n − 1 10000

3 10000 m = n − 1 10000

4 9000 m = n − 1 9000

5 10000 m = n − 1 10000

6 1000 n − 1 ≤ m ≤ 2n − 2 1000

7 10000 n − 1 ≤ m ≤ 2n − 2 10000

8 10000 n − 1 ≤ m ≤ 2n − 2 10000

9 10000 n − 1 ≤ m ≤ 2n − 2 10000

10 10000 n − 1 ≤ m ≤ 2n − 2 10000

第2个测试点的生成方式：

for i in range(2,10001):

addedge(i,i/2)

第3个测试点的生成方式：

for i in range(2,5000):

addedge(i,i-1)

for i in range(5000,10001):

addedge(i,randint(1,i-1))

（其中range(l,r)表示区间[l, r)中的所有数，randint(l,r)返回一个

在[l, r]内的随机整数）

4 算法介绍

首先我们要搞清楚这道题是在干啥。

有一棵n个点的仙人掌，和q个点集，要求构造一个DAG，对于第i个点集和

该点集中的任意的x，第n + i个点到第x个点都有唯一一条路径。

从数据结构的角度考虑，就是有一棵仙人掌，每次询问一个点集中的点的

元素和，然后要用DAG来表示出求这些元素的和的过程。
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4.1 算法一

对每个询问，向对应的点暴力连边。

时间复杂度O(nq)，构造出来的图的点数O(n+ q)，边数O(nq)，能通过第1个

测试点和第6个测试点。

4.2 算法二

有一个非常良心的测试点，这棵树是一棵以1号点为根的完全二叉树，深度

为O(log n)，且每个点的度数不超过3。

我们可以对于每个i，将i子树内的所有点按照离i的距离排序，然后预处理

排序后的前缀和。询问时只要从询问点开始不断往上走并将另一侧的子树的贡

献统计进去即可。

由于树的深度是O(log n)的，所以总的点数是O(n log n+q)的，边数是O(n log n+

q log n)的，时间复杂度是O(n log n + q log2 n)的，可以通过第2个测试点。

4.3 算法三

还有一个非常良心的测试点，这棵树是一条长度为5000的链，和5000个随

机父亲的点。

可以证明，这棵树每个点的度数是期望O(1)的。

考虑一个经典问题：给一棵边带权的树，每次询问与某个点u的距离不超

过d的点的个数。

经典的做法是点分治，然后将每个分治的重心的每个子树内的所有点按照

离重心的距离排序，然后询问的时候，对于每一层分治，统计重心的所有子树

减去询问点所在子树的满足条件的点的个数。

对于这道题，我们统计的信息没有逆元，但是每个点的度数是期望O(1)的，

所以可以在点分治的每一层暴力统计其他子树的信息。

时间复杂度O((n+ q) log2 n)，构造出来的图的点数O(n log n+ q)，边数O((n+

q) log n)，可以通过第3个测试点。

4.4 算法四

我们仍然考虑点分治。
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对于一个分治重心，它可能有O(n)个子树，所以暴力算法是不可行的。

我们可以对这些子树建一棵“线段树”。对于线段树上每个区间[l, r]，我们将

第l棵到第r棵子树的所有点按照离分治重心的距离排序，然后预处理前缀和。

由于线段树的深度是O(log n)的，所以每棵子树在每一层点分治中被复制

了O(log n)次，所以不考虑询问，构造出来的图的点数是O(n log2 n)的，边数也

是O(n log2 n)的。

对于每个询问，只要在每一层点分治中的线段树中查询，然后找到对应的

前缀和即可。每个询问边数是O(log2 n)的。

要注意实现的技巧，我们可以将树和询问放在一起点分治，然后对某

个分治重心的第l到第r棵建线段树的过程，就是令mid = b l+r
2 c，先递归处

理[l,mid]和[mid + 1, r]这两个区间，然后考虑左半边子树内的点对右半边子

树内的询问的贡献，和右半边子树内的点对左半边子树内的询问的贡献。

时间复杂度O((n+q) log2 n)，构造出来的图的点数O(n log2 n+q)，边数O((n+

q) log2 n)。

4.5 算法五

我们可以把点分治的过程看作一棵“虚拟树”。在这棵“虚拟树”上，每个分

治重心的儿子是这次分治时的每一棵子树的重心。

于是询问的本质就是从虚拟树的某个结点开始，每次走到当前结点

的父结点，并计算父结点的其他儿子的贡献。每个询问连边的数量应该

是O(询问点在虚拟树上的结点到虚拟树的根的路径上所有结点的度数之和)。

对于第2个和第3个测试点，这棵虚拟树的每个结点的度数是期望O(1)的，

于是每个询问的连边数是期望O(log n)的。

在算法四中，我们对每个分治重心的所有子树建一棵线段树，就相当于在

虚拟树上加若干个“虚拟点”，使虚拟树成为一棵二叉树。这样做虚拟树的深度

是O(log2 n)的，于是每个询问的连边数量是O(log2 n)。

接下来给出一种O(log n)深度的虚拟树的构造方法。

在每次点分治时，在虚拟树上对分治重心的所有子树建一棵二叉树，满足

对于这棵二叉树的任意结点，它的左儿子和右儿子在整棵虚拟树上的子树大小

都不超过这个结点在整棵虚拟树上的子树大小的一半。每次将A1, A2, ..., Am这些
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子树建二叉树时，找到一个mid，使

mid−1∑
i=1

size(Ai) ≤
1
2

m∑
i=1

size(Ai)且
m∑

i=mid+1

size(Ai) ≤
1
2

m∑
i=1

size(Ai) (1)

（其中，size(x)表示x的子树大小），那么这棵二叉树的根就是Amid。

考虑这种虚拟树的深度。每次从一个二叉树结点走向它的儿子时，子树大

小至少减少了一半，这样的次数是O(log n)的。每次从一棵二叉树走向另一棵二

叉树，相当于从某一层的分治重心走向下一层，这样的次数也是O(log n)的。于

是这种虚拟树的深度是O(log n)。

实现起来也很简单，只要将算法四建线段树的过程改成建上述二叉树即

可。

这个算法的时间复杂度是O((n+q) log2 n)，构造出来的图的点数是O(n log n+

q)，边数是O((n + q) log n)，

4.6 算法六

对于原树上度数大于3的点，我们加一些虚点，使所有点的度数不超过3。

具体做法是：对每个点x的每个儿子，新建一个虚点，将这个儿子结点跟虚点相

连，然后虚点跟上一个虚点（一开始为x）连一条长度为0的边。

然后套用算法三就行了。

复杂度是O((n + q) log2 n)，构造出来的图的点数是O(n log n + q)，边数

是O((n + q) log n)，

4.7 算法七

对于树上问题，另一个经典算法是平衡树的启发式合并。

考虑在树上的每个点，用平衡树维护这个子树内所有结点到该结点的距离，

以及这个子树内所有询问的d减去询问点到该结点的距离。

在平衡树的update的同时，在DAG上建出对应的边。

每次加入一棵子树时，统计这棵子树与之前所有子树之间的贡献，即将这

种情况的边在DAG上建出来。

具体实现方法是，用较小的平衡树上的每一个点，去在较大的平衡树上询

问，然后建出相应的边。
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每次从一个点走向父亲时，只要对维护这个子树的平衡树打标记即可。

复杂度分析：

首先将原树上有多于一个询问的结点拆成一条链，使每个结点上只有至多

一个询问。此时点数还是O(n)的。（可以认为q = O(n)）

这样在启发式合并的过程中，一个点子树内询问的个数和结点的个数是同

一个级别的。

因此统计某棵子树与其它子树之间的贡献的过程的复杂度跟将这棵子树与

其它子树合并的复杂度是一样。

由于每个点在启发式合并中只被插入平衡树O(log n)次，所以总复杂度

是O(n log2 n)的。

构造出来的图的点数和边数也是O(n log2 n)。

由于常数很大不一定能通过1 ∼ 5号测试点。

4.8 算法八

对于平衡树的合并，可以做到更优的复杂度。

这里以treap为例。

对于一个treap node T，有以下属性：

T -> key T的权值

T -> priority T的优先级，这是一个随机数

T -> left T的左子树

T -> right T的右子树

其中T -> priority满足堆性质，即T -> priority比T的所有子树

的priority都小。

treap支持split和join操作。

split(T,x,L,R)表示按照权值是否小于x的权值，将T分为L和R两棵treap。

join(L,R)返回一个由L和R这两棵treap连接而成的treap（L的所有结

点的权值都要小于R的所有结点的权值）。
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定义merge(T1,T2)，返回由T1和T2中所有元素构成的treap。

merge的伪代码如下：

node merge(node T1, node T2)

{

if (!T1) return T2;

if (!T2) return T1;

if (T1 -> priority > T2 -> priority) swap(T1, T2);

node L, R;

split(T2, T1, L, R);

T1 -> left = merge(T1 -> left, L);

T1 -> right = merge(T1 -> right, R);

return T1;

}

假设T1和T2的大小分别为n和m (n > m)，在[1]中证明了上述merge的复

杂度为期望O(m log n
m )，即O(log

(
n+m

n

)
)。这是个理论下界，因为合并两个大小

为n和m的集合，要区分
(

n+m
n

)
种不同情况，至少要进行dlog

(
n+m

n

)
e次比较操作。

可以证明，对于若干个treap，大小分别为A1, A2, ..., Ak，将这些treap以

任意顺序合并的总时间复杂度均为O(log
(
∑k

i=1 Ai)!∏k
i=1 Ai!

)。特别的，如果A1 = A2 =

... = Ak = 1，那么时间复杂度为O(log(k!)) = O(k log k)。

现在考虑原问题的复杂度，每次统计贡献可以用与treap的合并类似的算

法，那么统计贡献的复杂度跟合并对应子树的平衡树的复杂度一样，所以只要

考虑所有平衡树合并的复杂度。

一共有O(n)棵大小为1的treap，最终被合并成2个大小为O(n)的treap，所

以总时间复杂度是O(n log n)的，空间复杂度是O(n)的。

这样构造出来的图的点数和边数都是O(n log n)的，可以通过前5个测试点。

4.9 算法九

对于仙人掌上的问题，可以类比树的点分治，进行“仙人掌分治”。
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类似树上的情况，在分治之前，先通过加虚点使每个点的度数为O(1)级

别。

每次找一个点，使删除这个点和这个点所在环上的所有边后，剩下的连通

块的最大大小最小，我们把这个点称为重心。

从重心开始dfs，于是我们得到了若干棵子仙人掌。

对于每棵子仙人掌，我们将其中每个结点到重心的距离排序，然后预处理

前缀和。

然后对于每个询问，在其它子仙人掌里查询前缀和并建出相应的边。

对于每个重心所在的环，要处理环上不同子仙人掌中的询问和结点的贡献。

类似仙人掌上的DP，我们将环分成两部分，然后问题就转化成二维前缀和问

题，可以将环上所有子仙人掌中的结点依次插入一棵线段树来解决。（仙人掌

的DP有一些细节，由于篇幅有限略去不讲）

对于删掉重心和重心所在环上的所有边后剩下的每一个连通块，递归进行

仙人掌分治。

复杂度分析：

类比树的点分治，可以证明删掉重心和重心所在环上的所有边后，剩下的

每个连通块大小都不超过原来的一半。

所以分治的层数是O(log n)的。

每一层分治的时间复杂度是O(n log n)，所以总复杂度为O(n log2 n)，构造出

来的图的点数和边数也是O(n log2 n)。

由于出题时间有限，出题人并没有对这个算法进行测试。（从理论上来说是

可以AC的）

4.10 算法十

我们可以将算法八推广到仙人掌上。

跟算法八一样，每个结点维护两棵平衡树，分别是子仙人掌内所有结点到

该结点的距离，和子仙人掌内所有询问的d减去询问结点到该结点的距离。

如果没有环，就跟树上的情况一样，统计这棵子仙人掌与之前所有子仙人

掌之间的贡献。
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如果有环，就将环分为两部分，然后用平衡树的合并处理前缀和、后缀和，

来统计贡献。（这里的细节同仙人掌上的DP）

注意统计完贡献后要平衡树的状态还原，一种可行的方法是，可持久化地

进行平衡树的合并。

复杂度分析：

对于环上统计贡献的过程，复杂度跟将环上所有平衡树一起合并是一样

的。

所以总时间复杂度还是O(n log n)，构造出来的图的点数和边数也是O(n log n)，

可以通过全部测试点。
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