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1 题目描述

1.1 简要题意

给定一棵 n 个点的有根树和每个点的点权 vi，令根为节点 1。给定一个长度为

k 的数组 A，构造阶为 k 的方阵 B 其中 bi,j = vLCA(Ai,Aj)，即：

B =


vLCA(A1,A1) vLCA(A1,A2) · · · vLCA(A1,Ak)

vLCA(A2,A1) vLCA(A2,A2) · · · vLCA(A2,Ak)

... ... . . . ...
vLCA(Ak,A1) vLCA(Ak,A2) · · · vLCA(Ak,Ak)


其中 LCA(x, y) 为节点 x 和 y 的最近公共祖先。求这个方阵的行列式，答案

对 998244353 取模。

1.2 数据范围

对于所有数据，满足 1 ≤ n, k ≤ 5× 105，vi ∈ [0, 998244353)，Ai ∈ [1, n]。

子任务 1（3 分），保证 k > n。

子任务 2（6 分），保证 n ≤ 10。

子任务 3（11 分），保证 k ≤ 600。

子任务 4（29 分），保证 n ≤ 3000。

子任务 5（16 分），保证 A 是 1 . . . n 的排列。

子任务 6（35 分），没有特殊条件。

2 题解

2.1 算法一

由鸽巢原理，当 k > n 的时候，行列式中必有两行相同，此时行列式值为 0。

可以通过子任务 1，期望得分 3。
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2.2 算法二

根据行列式的定义，直接求行列式的值，使用 O(n + Q) 的 LCA 求法，时间
复杂度 O(k! + n)。

结合算法一，可以通过子任务 1, 2，期望得分 9。

2.3 算法三

使用高斯消元求行列式值，使用 O(n+Q)的 LCA求法，时间复杂度 O(k3+n)。

结合算法一，可以通过子任务 1, 2, 3，期望得分 20。

2.4 算法四

2.4.1 从 gcd 矩阵说起

先来介绍另一个问题：

计算

A =


gcd(1, 1) gcd(1, 2) · · · gcd(1, n)
gcd(2, 1) gcd(2, 2) · · · gcd(2, n)

... ... . . . ...
gcd(n, 1) gcd(n, 2) · · · gcd(n, n)


的行列式。

其答案是 φ(1)φ(2) . . . φ(n)。

考虑到 gcd(a, b) 的意义，是最大的 t 使得 t|a 且 t|b。
对于“且”即 ∧ 的条件，可以使用乘法来叙述：[t|a ∧ t|b] 即 [t|a][t|b]，而满

足次条件的所有 t 都满足 t| gcd(a, b)。因为 n =
∑n

i=1[i|n]φ(i)，那么 gcd(a, b) =∑n
i=1[i|a][i|b]φ(i)。
因此 A 可以表示为两个矩阵的积：
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A = BC

bi,j =

φ(j) j|i

0 j ∤ i

ci,j =

1 i|j

0 i ∤ j

根据方阵乘法的公式 |A| = |B||C|，只需要分别计算 |B| 和 |C|。
而 B,C 是三角矩阵，因此 |B| = φ(1)φ(2) . . . φ(n)，|C| = 1。

所以 |A| = φ(1)φ(2) . . . φ(n)。

2.4.2 回到 LCA

考虑到 LCA 的条件同样可以表示成两个条件的乘积。令 a → b 表示 a 是 b 的

祖先，a ↛ b 就表示 a 不是 b 的祖先。那么令 vLCA(u,v) =
∑n

i=1 fi[i → a][i → b]，需

要解
∑n

i=1[i → u]fi = vu，记 pu 为 u 的父亲，解得 fu = vu − vpu。

先考虑题目给出的序列 A 是 1 ∼ n 的排列时的解法：可以将 A 排序，因为先

交换行列式的一行，再交换行列式的一列，行列式值不变。这保证了将 A 排序行

列式值不变。

此时假设 A = [1, 2, . . . n]，那么类似 gcd 矩阵，题目中的 B 可以表示为两个

矩阵 C,D 的乘积：

B = CD

ci,j =

vj − vpj j → i

0 j ↛ i

di,j =

1 i → j

0 i ↛ j

特殊地，记根 r 的 pr = 0，记 v0 = 0，此时由于 C,D 是三角矩阵，|C| =∏n
i=1(vi − vpi)，|D| = 1，因此可以 O(n) 计算出 |B|。
结合算法一、三，期望得分 36。

4



IOI2021 集训队试题交流 愚蠢的在线法官 宁波市镇海中学 潘佳奇

2.5 算法五

2.5.1 扩展到 k < n

当 k < n 时 A 不能表示成两个方阵的积了：在 A 所有节点组成的虚树中，有

可能存在点 u /∈ A。此时即便将不在 A 中的点去掉，也无法正确计算答案。

但是，类似地可以使用 k × n 的矩阵和 n× k 的矩阵相乘：

Bk×k = Ck×nDn×k

ci,j =

vj − vpj j → Ai

0 j ↛ Ai

di,j =

1 i → Aj

0 i ↛ Aj

此时计算行列式值不能使用之前的方法，因为 C,D 不是方阵。

尝试使用 Cauchy-Binet 公式 1 来计算大小为 n×m 和 m× n 矩阵相乘的行

列式值：

|AB| =


0 n > m

|A||B| n = m∑
S⊆{1,...,m},|S|=n |A{1,...,n},S||BS,{1,...,n}| n < m

记在 A 中的点为特殊点，那么其组合意义为：选定一个大小为 k 的集合，称

这个集合为未匹配点的集合。再用特殊点与集合中的点匹配，同时要求每个特殊点

匹配的点是其祖先。每个匹配方案权值为被匹配点的 vu − vpu 的乘积，乘上逆序数

的贡献。将贡献累加可以得到行列式的值。

但是，即便按照这样的方法理解，由于逆序数的存在，子式还是难以计算。

2.5.2 考虑正负抵消

很多情况下，计算图相关行列式的时候，会存在一些方案由于符号不同而互相

抵消：当方案中存在两个特殊点 u, v，分别匹配 u′, v′，那么有 u′ → u，v′ → v。

1https://en.wikipedia.org/wiki/Cauchy–Binet_formula
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当 u′ → v, v′ → u 时，交换 u′, v′，也是一个合法的匹配方案。此时逆序数奇偶

性发生了变化，但是被匹配点的集合没有发生变化。那么猜想：对于一个方案，只

要存在两个点 u, v 满足其匹配点可以互相交换，这个方案就可以和另一个方案进

行抵消。为了证实这个猜想，我们要指定一个交换方案，即构造一个函数 f，使得

交换后的结果为 f(X) = Y。

对于所有存在可交换匹配点的匹配方案 X，找到其字典序最小的二元组 (u, v)

（u ̸= v）使得 u 和 v 的匹配点可以交换。其中二元组的字典序比较以 dfnXu（点 u

的匹配点 Xu 的 dfs 序）为标准。
找到二元组 (u, v) 后，记匹配方案 X 交换 u, v 对应的匹配点后得到的匹

配方案为 f(X)。为了证明猜想，首先要证明对于任意两个匹配 X1, X2 满足

X1 ̸= X2 ⇒ f(X1) ̸= f(X2)：

Proof. 假设 f(X1) = f(X2)。

记 X1 交换的是 (u1, v1)，X2 是 (u2, v2)。

当 (u1, v1) = (u2, v2)，则与 X1 ̸= X2 矛盾。

如果 u1, v1, u2, v2 是两两不同的，不妨假设 (u1, v1) < (u2, v2)，那么 (u1, v1) 是

X2 能交换的，与字典序最小矛盾。

如果 u1, v1, u2, v2 刚好有一对相同，那么存在 u, v, w, a, b, c 使得

1. u → a, u → b

2. v → a, v → b, v → c

3. w → b, w → c

其中 a, b, c 是关键点，u, v, w 是树上的点，b 是重复的点。在 f(X1) 中 a 匹配

u，b 匹配 v，c 匹配 w。a ∈ {u1, v1}, c ∈ {u2, v2}。
由于 u,w 都是 b 的祖先，所以总有一个点是 LCA(a, b),LCA(c, b) 两个点的祖

先，所以 u → c, w → a 两者至少一者成立。两者如果同时成立，那么 (u1, v1) 是

X2 能交换的，与字典序最小矛盾。所以此时假设两者恰好一者成立。

由字典序比较方式，得 dfnu < dfnw，即 u → c 成立。

在X2中匹配关系为 u → a, w → b, v → c。因为X2交换的是min{(w, v), (v, w)}，
字典序一定比 min{(u, v), (v, u)} 大，而 min{(u, v), (v, u)} 是 X2 能交换的，与字

典序最小矛盾。
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所以对于任意 X1, X2，有 f(X1) ̸= f(X2)。

对于任意逆序数为奇数的匹配方案都能对应到唯一的逆序数为偶数的匹配方

案，偶数的同理，所以 f 满足方案到方案的双射。

所有存在可交换匹配点的方案中，记逆序数为奇数的方案集合为 O，偶数的为

E，g(x) 为匹配方案的权值。那么有∑
x∈O

g(x) +
∑
x∈E

g(x)

=−
∑
x∈O

g(f(x)) +
∑
x∈E

g(x)

=
∑
x∈E

g(x)−
∑
x∈E

g(x)

=0

也就是说，对于所有存在可交换匹配点的方案的贡献和是 0。

2.5.3 考虑剩下的方案匹配的唯一性

如果所有方案中都存在点无法匹配，那么贡献为 0。

称不存在可交换匹配点且存在匹配的方案为有贡献的方案。

此时断言，对于有贡献的方案，每个点只能选择唯一的祖先，即匹配是唯一的：

Proof. 匹配的唯一性
此时对于任意有贡献的方案，一定能取出一个匹配 f，假设存在匹配 g ̸= f，

此时存在序列 S, T，满足 |S| = |T | = m，且 S, T 都是没有重复元素的序列，使得

对于 1 ≤ i ≤ m，满足：

1. Ti → Si

2. T(i mod m)+1 → Si

由于有

1. Ti → Si
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2. T(i mod m)+1 → Si

3. T(i mod m)+1 → S(i mod m)+1

如果有 Ti → S(i mod m)+1，则存在可交换匹配点，与有贡献的条件矛盾。所以

Ti ↛ S(i mod m)+1。

由于有

1. Ti → Si

2. Ti ↛ S(i mod m)+1

3. T(i mod m)+1 → Si

4. T(i mod m)+1 → S(i mod m)+1

当 Ti → T(i mod m)+1，就会有 Ti → S(i mod m)+1，矛盾。

当 T(i mod m)+1 ↛ Ti，就会有 T(i mod m)+1 ↛ Si，矛盾。

所以 T(i mod m)+1 → Ti，由于 Ti 互不相同，所以树上的深度 depT(i mod m)+1
<

depTi
。

由传递性得到 depTi
< depTi

，矛盾。

所以匹配是唯一的。

2.5.4 转化为树形 DP

因为每个点只能匹配其祖先，对于大小为 k 的有唯一匹配的集合的选定，可

以在树上做 DP。记 fi,j 为在子树 i 中，还有 j 个关键点未匹配的权值和，转移的

正确性由乘法分配律保证。

这道题 DP 的方法为将子树的信息合并，并添加一个新的点作为这棵新的树
的根，从根向子树连边。那么在合并子树的时候，可以将 fi,j 的 j 相加。在加入一

个树上的点的时候，可以决策这个点是否与未匹配的关键点匹配。

这里断言，在子树合并后，j 最多为 1。因为在合并子树之后，如果未匹配的

关键点 > 1，那么由于所有未匹配的关键点都会在祖先匹配完，那么一定会出现一

对关键点，其可以交换匹配点。

那么有两种转移：
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1. 子树的合并（背包模型）：f ′
n =

∑
j+k=n fj × gk

2. 树上点 u 的匹配

• 当这个点是关键点时，子树必须匹配完，此时 f ′
1 = f0, f

′
0 = f0(vu − vpu)。

• 当这个点不是关键点的时候，f ′
1 = f1, f

′
0 = f0 + f1(vu − vpu)。

2.5.5 考虑逆序数的影响

回到在计算子式的时候，逆序数的问题。因为 |A{1,...,k},S|, |BS,{1,...,k}| 的匹配选
择是相同的，也就是其逆序数奇偶性相同，于是不用担心逆序数的影响，DP 出的
结果 fr,0（r 是根）即为答案。

时间复杂度 O(n)，期望得分 100，是本题的正解。

3 总结

3.1 思想总结

本题从 gcd 矩阵的思想出发，将做法拓展到树上。并利用树的性质，根据行列
式问题中经常出现的正负抵消的技巧，抛弃大量无用计算，将问题转化成简洁的树

形 DP 问题。
gcd 矩阵的思想还能拓展到其他特殊偏序集上的求交问题中。很多情况下，只

需要利用该偏序集上的前缀和以及差分的性质，将矩阵表示成两个矩阵的积，就能

将问题简单化。

3.2 出题过程

作者偶然解到了 gcd 矩阵，并发现树形结构也适合其思想。同时作者发现其不
止在作为部分分的“A 是 1 ∼ n”简单拓展上有应用，在 |A| < n 的时候也有很多

好的性质。在出题过程中很自然地想到使用 Cauchy-Binet 公式，同时受到“正负
抵消”这样的技巧的启发，将问题变成了树形 DP 问题。
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3.3 对题目的评价

本题作为难度适中的题目，代码量较小，细节量较少，有一定的区分度，具有

一定的选拔意义。

由于该题目的出题过程和解题过程类似，题目的解法十分自然。本题没有涉及

过难的知识，更考察了选手的思维。从题面的行列式计算到最终的树形 DP，若干
OI 题目和定理证明中常用的小技巧串联起来组成了这道题目，考察了选手的基本
功。

为了照顾到部分作者没想到的解法，部分分被设计成 O(n!)，O(n3)，O(n2)，

O(n) 各个复杂度。作者也对部分分的思考难度估量了权重，保证良好的区分度。

综上，作者特意选择这道题为交流的试题，意在分享这道题巧妙解法。以及期

待大家对这个模型的进一步拓展。
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