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1 题目介绍

1.1 题目来源

原创题。

1.2 题目大意

给定一棵大小为 n 的树，1 号节点是树根，树上每个点有一个权值 ai。

给定常数 d。我们将 z 拆解成一些质数的幂次的乘积 z =
∏

i p
ki
i  ，我们定义：

fd(z) =
∏
i

(−1)ki [ki ≤ d]

对于树上每个节点 x，你需要求出 i, j 均在 x 的子树中的所有点对 (i, j) 的 fd(aiaj) 的和。

注意此题中 (i, j) 和 (j, i) 是一样的点对。

1.3 时空限制

时间限制 1s，空间限制 256MB。

1.4 数据范围

对于 100%的数据满足 1 ≤ n ≤ 2× 105, 1 ≤ d ≤ 20，保证所有的 ai 构成一个 1到 n的排列。

子任务编号 子任务分值 特殊数据范围

subtask 1 10 n ≤ 500

subtask 2 10 n ≤ 2000

subtask 3 10 d = 20

subtask 4 20 d = 1, ∀i, ui = 1, vi = i+ 1

subtask 5 15 ∀i, ui = 1, vi = i+ 1

subtask 6 10 n ≤ 50000

subtask 7 25 n ≤ 2× 105
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2 解题过程

2.1 subtask 1

先考虑如何计算 fd(z)，把 z 拆成若干质数的幂次的乘积后，按照定义式进行计算即可。由

于所有需要求出 fd(z) 的 z 都是两个 ≤ n 的数的乘积，故只用筛出 [1, n] 内的素数后，依次枚举

即可 O(n)计算一个 fd(z)的值。然后先对所有 O(n2)对 (i, j)计算 fd(aiaj)，时间复杂度 O(n3)。

关于计算 x 子树内的答案，直接 O(n2) 枚举子树内的每一对 (i, j) 然后用先前计算出的

fd(aiaj) 即可，时间复杂度 O(n3)。

总时间复杂度 O(n3)。

2.2 subtask 2

在 subtask 1 的基础上，先把每个数 i ∈ [1, n] 拆成若干质数的幂次的乘积，这样每对 (i, j)

计算 fd(aiaj) 时就可以只用管 ai, aj 各自拆出来的那些质数，时间复杂度 O(n2 logn)。
计算 x 子树内的答案时，把他儿子的答案都加起来，然后再加上所有以 x 为 LCA 的点对

(i, j) 的 fd(aiaj) 即可。时间复杂度 O(n2)。

总时间复杂度 O(n2 logn)。

2.3 subtask 3

定义：

g(z) =
∏
i

(−1)ki , z =
∏
i

pkii

容易发现当 d = 20 时，没有任何一个 ≤ n 的质数的 d + 1 次方小于等于 n，于是此时有

fd(z) = g(z)，即一个数拆解成质数的幂次的乘积后，幂次和的奇偶性。而 g(z) 是一个完全积性

函数，于是此时有 fd(aiaj) = g(ai)g(aj)。

将树转成 DFS 序，于是求一个子树的答案相当于是求序列上的一个区间的答案，在这个区
间内的所有点对 (i, j) 的 fd(aiaj) 的值的和。故一个区间的答案为：

ans =
r∑

i=l

r∑
j=i

g(ai)g(aj)

=

(∑r
i=l g(ai)

)2
+
∑r

i=l g(ai)
2

2

用线性筛 O(n) 筛出 g(i), i ∈ [1, n] 后，可以维护前缀和快速计算答案。时间复杂度 O(n)。
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2.4 subtask 4

ui = 1, vi = i+ 1 表示这棵树是一棵以 1 为根的菊花图。对于 x, x ≥ 2 的点的答案为 fd(a
2
x)，

可以快速计算。剩下只用计算 1 的答案，即所有点对 (i, j) 的 fd(ij) 的和。

而当 d = 1 时，根据定义式容易发现 fd(z) = µ(z)。所以有：ans =
∑n

i=1

∑n
j=i µ(ij)。

µ(ij) = µ(i)µ(j)[gcd(i, j) = 1]

有相同因子的 µ就是 0，所以只有两个数互质才可能有值，此时就可以利用积性函数的性质

将 µ(ij) 拆开。接下来用一些基础的莫比乌斯反演就可以解决了。

ans =
n∑

i=1

n∑
j=i

µ(i)µ(j)[gcd(i, j) = 1]

=
n∑

i=1

n∑
j=i

µ(i)µ(j)
∑

t| gcd(i,j)

µ(t)

=
n∑

t=1

µ(t)
n∑

i=1

[t|i]µ(i)
n∑

j=i

[t|j]µ(j)

将每个数贡献到其约数位置上就能解决了。[1, n] 的所有数的约数个数和是 O(n lnn)。

用线性筛筛出 µ(i), i ∈ [1, n] 后，时间复杂度 O(n lnn)。

2.5 subtask 5

subtask 4 的方法在 d ≥ 2 时无法进行拓展，必须采用新的方法。

容易发现若 fd(ij) 不为 0 时答案为 g(ij)，而 g(ij) 是完全积性函数可以拆开，否则 fd(ij)
2

也为 0。故可以用以下式子来计算：

fd(ij) = g(i)g(j)fd(ij)
2

设 h(x) = maxt≥1{[td+1|x]t}，即最大的 t 使得 td+1 是 x 的约数，于是有：

fd(x)
2 = [h(x) = 1] =

∑
t|h(x)

µ(t) =
∑
td+1|x

µ(t)

考虑每次新加入一个数 v 时，和原来的数 ai, i ∈ [1, r] 在一起产生的贡献。

ans =
r∑

i=1

g(ai)g(v)
∑

td+1|aiv

µ(t)

= g(v)
∑
t

µ(t)
r∑

i=1

g(ai)[t
d+1|aiv]

= g(v)
∑
t|v

µ(t)
r∑

i=1

g(ai)

[
td+1

gcd(td+1, v)
|ai

]
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关于最后一步 t 只用枚举到 v 的约数，因为若 t 不是 v 的约数又满足 td+1|aiv，那么就一定
存在一个质数 p 使得 pd+1|ai 此时 fd(ai) = 0。故忽略掉所有 fd(ai) = 0 的数后，就可以直接用

最后一步的推法了。

依次加入每个数，在它的约数处贡献一下，就可以枚举约数快速计算答案。时间复杂度

O(n lnn)。

如果你在 subtask 4 中采用 µ(ij) = µ(i)µ(j)µ(ij)2 的拆法，那么就可以用同样的做法快速拓

展解决 subtask 5。具体推导方法和 subtask 5 一样，这里就不再赘述。

2.6 subtask 6

和 subtask 3 一样，先用 DFS 序将子树问题转为序列上的区间问题。
根据 subtask 5 的做法，可以快速加入一个数后维护答案，同理也可以用同样的方法快速去

掉一个数后维护答案。

快速加入和删除数实现后，就可以套用普通莫队来求解这个区间问题。由于是子树转的区

间，所以每个区间的左端点不同。给区间排序时，左端点的所在的块为第一关键字，右端点为第

二关键字，这样就能保证每个点会加入删除 O(
√
n) 次。

时间复杂度 O(n lnn
√
n)。

2.7 subtask 7 标准解法

在 subtask 5 的基础上，可以用 dsu on tree。先进行重链剖分，每个点先继承其重儿子的答
案，并继承记录下来的每个数对其约数的贡献数组，然后遍历其轻儿子所在的子树，一个一个将

数加入后计算答案。

由于每个点到根的轻边个数是 O(logn) 的，所以每个点会被加入 O(logn) 次。时间复杂度
O(n lnn logn)。
还有另一种处理方法，和 subtask 3 一样，先用 DFS 序将子树问题转为序列上的区间问题。

然后由于是子树转移过来的区间，所以两两区间要么是包含关系要么是不相交关系。

可以考虑分治，每次计算跨过 mid的区间的答案。由于这些区间只可能是包含关系，所以只

需要将区间排好序后，将维护的左右端点不断向外移动到各个区间所在位置，并计算答案即可。

时间复杂度 O(n lnn logn)。
总时间复杂度 O(n lnn logn)，分治法常数没有 dsu on tree优秀，所以最后 std采用的是 dsu

on tree 的做法。
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3 总结

本题是一道莫比乌斯反演结合简单数据结构的题目。需要选手首先思考出函数的求法，然后

经过简单的推演，最后用 dsu on tree 解决问题。
由于目前已有的题目中，用莫比乌斯反演推演式子后再结合非数学方面的知识解决的题目

非常少。所以出题人做了这方面的一些尝试，将不同的知识板块结合到一起后命制出的本题。

总体上，本题思维难度适中，代码难度适中，可以较全面地考察选手的水平。

4 参考资料

无。
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