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1 题目大意

有一个 n 个点的有向无环图，第 i（1 ≤ i ≤ n）个点有 mi 条有序的出

边 ei,1, ei,2, . . . , ei,mi
。每个点要么是黑点，要么是白点。

有 k 个程序，第 i 个程序形如从 ri 开始，对 ri 的直接或间接后继进行

深度优先搜索。

对于黑点，程序会无条件地依次访问其出边，并递归搜索；对于白点，

程序会在访问每条出边并递归搜索前询问是否跳过该出边。

所有程序在对某个点的搜索开始前会自动暂停。一开始，所有程序均

处于开始搜索起始点前的暂停状态。

有两名玩家在进行博弈。双方轮流进行以下操作，不能操作者输：

• 选择一个搜索过程尚未完全结束的程序，将其从暂停状态中恢复；

• 继续执行该程序，在程序将要访问白点的出边时决定是否跳过该边，
直到该程序完全结束或再次暂停。

双方均采取最优策略。判断先手是否必胜。
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2 数据范围

本题共有 6 个子任务：

1.（5 分）对于所有 1 ≤ i ≤ n，ci = 0。

2.（15 分）k = 1, r1 = 1。

3.（15 分）n ≤ 10,
∑n

i=1mi ≤ 10, k ≤ 10。

4.（20 分）对于所有 1 ≤ i ≤ n，ci = 1；对于每个点 u，只有至多一条

边的终点为 u；对于所有 1 ≤ i ≤ k，图中没有边的终点为 ri。

5.（20 分）对于所有 1 ≤ i ≤ n，ci = 1。

6.（25 分）没有额外的约束条件。

对于所有数据：

• 1 ≤ n ≤ 2× 105；

• 对于所有 1 ≤ i ≤ n，ci ∈ {0, 1}；

• 对于所有 1 ≤ i ≤ n，0 ≤ mi ≤ 4× 105；

•
∑n

i=1mi ≤ 4× 105；

• 对于所有 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ mi，i < ei,j ≤ n；

• 1 ≤ k ≤ 2× 105；

• 对于所有 1 ≤ i ≤ n，1 ≤ ri ≤ n。
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3 解题过程

3.1 子任务 1：所有点均为黑点

胜负仅由所有程序暂停次数之和的奇偶性决定。

因为只有黑色的点，所以无论双方如何决策，每个程序的暂停次数是

固定的。

理解题意并实现一个非常简单的递推程序即可在 Θ(k+n+
∑

m)的时

间复杂度内通过该子任务。

3.2 子任务 2：只有一个程序

在只有一个程序的情况下只需要考虑每个状态是否是必胜态。

我们将一个过程开始时的轮到的玩家称作先手。对于每个点，如果双

方均采取最优策略，从该点出发的搜索过程必定是以下四种类型之一：

1. 一旦进入该过程，先手必胜（先手可以选择该过程结束时轮到的玩家）；

2. 一旦进入该过程，先手必败（后手可以选择该过程结束时轮到的玩家）；

3. 该过程结束时一定轮到先手；

4. 该过程结束时一定轮到后手。

递推计算从每个点出发的搜索过程的类型。为了方便起见，接下来将

其称为该点的类型。

所有白点要么是第 1 类，要么是第 3 类：

• 如果该点有指向第 2 类点的出边，该点是第 1 类。先手可以选择跳过
该边之前的所有边，并访问该出边，使后手陷入必败局面。

• 如果该点有指向第 3 类点的出边，该点是第 1 类。先手可以选择跳
过该边之前的所有边，再跳过该出边。如果这样会导致先手失去胜利，

先手可以改为选择该出边，将不可能胜利的局面交给对手。
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• 否则，该点是第 3 类：指向第 1 类点的出边一定均被跳过，而第 4 类
出边访问与否不改变先后手。

对于黑点而言，模拟程序运行过程，依次遍历其出边，按终点的类型维

护当前玩家，直到所有边均被遍历或遍历到第 1 类或第 2 类的点即可得出
该黑点的类型。

总时间复杂度 Θ(n+m)。

3.3 子任务 3：点数、总边数、程序数均不超过 10

这是一个平等博弈，因此我们只需要计算从每个点为起始点的程序对

应的子博弈的 SG函数 [1]值。先手必胜当且仅当这 k 个程序对应的子博弈

的 SG 函数值的异或和非 0。

任何一个处于暂停状态的搜索程序的状态都可以用一个栈表示，这个

栈存储了暂停时各层 DFS 过程调用下层 DFS 过程时使用的边（包括暂停
时即将调用的 DFS 过程）。我们将暂停时即将调用的 DFS 过程的点称为当
前点。

我们用 z 表示一个已经结束执行的程序所处的状态，其 SG 函数值为
0。

由于数据范围很小，对于每个程序暴力计算其所有状态的 SG 函数值
即可通过该子任务。

时间复杂度 O(k poly(n,
∑

m)2
∑

m)。

3.4 子任务 4：所有点均为白点；给定的图是外向树森林；所
有程序的起始点均为外向树的根

森林中的树互不影响，只需对每一棵树分别计算。为了方便起见，记该

树根为 r，记非根点 u 的父亲为 fu。

对于每个点，一棵树中只有一条从根到该点的路径。以某个点为当前

点的状态是唯一的。在该子任务中，我们直接使用点的编号表示暂停状态。
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一次操作一定有跳过若干出边，最后选择一条出边进入或结束搜索这

个形式。我们想要知道状态 u 在一次操作之后能到达哪些状态：

•（不从 DFS 当前点的过程中返回）eu,1, eu,2, . . . , eu,mu

•（返回 1 层）efu,j(u ̸= r, u = efu,i, j > i)

•（返回 2 层）effu ,j(u ̸= r, fu = effu ,i, j > i)

• ……

•（结束搜索）z

定义点 u的左兄弟 dLu = {efu,j|u = efu,i∧j < i}，右兄弟 dRu = {efu,j|u =

efu,i ∧ j > i}，后续 h(u) = dRu ∪ hfu（特别地，dLr = dRr = ∅, h(r) = {z}）。
一个点在一次操作之后可以到达的点集为 tu = h(u) ∪ {v|eu,i = v}。

对于每个点 u 对应的状态计算其 SG 函数值 sg(u) = mex({sg(x)|x ∈
tu})。

每个点只能转移到 DFS 序编号比它大的点，可以尝试按 DFS 序逆序
计算每个点的 SG 函数值。

在这个过程中，我们需要维护 tu：

• 对于 h(u) 部分，容易发现使 u ∈ h(v) 的 v 即 dLu 中各点子树之并；

• 对于直接出边部分，fu 可以到达 u。

可以看出，使 u ∈ h(v)的 v在 DFS序上是连续的一段。因此，我们按逆
DFS 序遍历每个点 u 时用树状数组等数据结构维护多重集 {sg(v)|v ∈ tu}
并计算 mex，即可在 O(k + n logn) 复杂度内通过该子任务。
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3.5 子任务 5：所有点均为白点

我们尝试将子任务 4 中的一些概念推广到一般的有向无环图上。
我们用 (u, i) 表示点 u 的第 i 条出边，用 (rs; s1, s2, . . . , sl(s)) 分别表示

状态 s 的初始点和状态 s 按从浅至深顺序排列的 l(s) 条出边。

令状态 s = (rs; s1, s2, . . . , sl(s)−1, sl(s)) 的当前点 p(s) 为 eu,i (sl(s) =

(u, i))。为了方便，记 tr(s, i) = (rs; s1, s2, . . . , sl(s), (p(s), i))。

定义状态 s 的父状态 f(s) 为 (rs; s1, s2, . . . , sl(s)−1)，右兄弟 dR(s) 为

{tr(f(s), j)|sl(s) = (u, i)∧ i < j}，后续 h(s) 为 dR(s)∪ h(f(s))。特别地，对

于任意 1 ≤ r ≤ n，有 dR((r; )) = ∅, h((r; )) = {z}, p((r; )) = r。

那么状态 s 的 SG 函数值 sg(s) 即为 mex({sg(t)|t ∈ {tr(s, i)} ∪ h(s)})。
由于状态数量很多，我们不能直接计算每个状态的 SG函数值。我们希

望找到像子任务 1 和 2 那样能够递推计算的信息。
我们用另外一种方式描述一个当前状态为 s 的程序：

• 从 p(s) 开始，按题目描述中的方式进行搜索；

• 搜索结束时，当前玩家须将程序转移到 h(s) 中的某个状态。

这说明一个状态 s 的 SG 函数值可以用 gp(s)({sg(x)|x ∈ h(s)}) 表示。
设 u = p(s), S = {sg(x)|x ∈ h(s)}，如果我们能找到合适的方法表示并递推
计算 gu(S)，就能解决该子任务。

注意到 h(tr(s,mu)) = h(s), h(tr(s,mu − 1)) = h(s) ∪ {tr(s,mu)}, . . . ,
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h(tr(s, 1)) = h(s) ∪ {tr(s, 2), tr(s, 3), . . . , tr(s,mu)}，我们有：

gu(S)

= sg(s)

=mex({sg(t)|t ∈ {tr(s, i)|1 ≤ i ≤ mu} ∪ h(s)})

=mex(S ∪ {sg(tr(s, i))|1 ≤ i ≤ mu})

=mex(S ∪ {sg(tr(s, i))|1 ≤ i ≤ mu − 1} ∪ {sg(tr(s,mu))})

=mex(S ∪ {sg(tr(s, i))|1 ≤ i ≤ mu − 1} ∪ {geu,mu
({sg(x)|x ∈ h(tr(s,mu))}}

=mex(S ∪ {sg(tr(s, i))|1 ≤ i ≤ mu − 1} ∪ {geu,mu
(S)}

=mex(S ∪ {sg(tr(s, i))|1 ≤ i ≤ mu − 2} ∪ {sg(tr(s,mu − 1)), geu,mu
(S)}

=mex(S ∪ {sg(tr(s, i))|1 ≤ i ≤ mu − 2} ∪ {geu,mu−1(S ∪ {geu,mu
(S)}), geu,mu

(S)}

= · · ·

=mex(d(u, 1))

其中

d(u, i)

=S ∪ {geu,j(d(u, j))|j ≥ i}

=

d(u, i+ 1) ∪ {geu,i(d(u, i+ 1))}, i ≤ mu

S, i > mu

注意到 gu(S) 的表达式展开后仅由 mex(S ∪ · · · ) 一种运算组成。我们
也可以从博弈的角度验证这一点：玩家可以在搜索 u 的过程中的任何一步

内选择不断跳过，结束搜索 u 的过程，然后将程序转移到 h(s) 中的某一个

状态。

定义 mexi(S)为第 i小的不属于 S 的自然数。按照定义，mex = mex1。

容易证明

mexi(S ∪ {mexa1(S),mexa2(S), . . . ,mexan(S)}) = mexmexi+1({a1,a2,...,an})(S)
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特别地，

mexi({0} ∪ {mexa1({0}),mexa2({0}), . . . ,mexan({0})})

=mexmexi+1(a1,a2,...,an)({0})

因此我们可以归纳证明 gu = mexgu({0})。

递推计算所有 gu({0})。令 d(u,mu + 1) = {0}，倒序枚举 u 的所

有出边并用树状数组维护 d(u, i)，在 i → i − 1 时查询 geu,i−1
(d(u, i)) =

mexgeu,i−1 ({0})(d(u, i)) 并将其插入 d(u, i) 即可得到 d(u, i− 1)。mex(d(u, 1))
即为 gu({0})。

按照定义，

sg((r; ))

= gr({sg(x)|x ∈ h((r; ))})

= gr({sg(z)})

= gr({0})

sg((r; )) 即为从 r 开始搜索的程序的 SG 函数值。
总时间复杂度 O(k + (n+m) logm)，可通过该子任务。

3.6 子任务 6：没有特殊限制

我们沿用子任务 5 中的方法。
对于 fp(s) 为黑点的状态 s，

h(s) =

{tr(f(s), i+ 1)}, i < mfp(s)

h(f(s)), i = mfp(s)

对于状态 s，设 u = p(s), S = {sg(x)|x ∈ h(s)}，我们需要计算 gu(S)。
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u 为黑点 通过与子任务 5 中相似的方法可以得出

gu(S) = mex({geu,1({geu,2({· · · geu,mu
(S) · · · })})})

在子任务 2 中，我们已经计算出了每个点的类型。只要知道搜索 u 的

过程结束后是否先手必胜，就能知道状态 s 是否先手必胜。

也就是说，我们只要知道 0 ∈ S 是否为真，就能知道 gu(S) = 0 是否为

真。

在 mu > 0 时，gu(S) ∈ {0, 1}，u 的四种类型分别意味着：

1. gu(S) = 1

2. gu(S) = 0

3. gu(S) = [0 ∈ S]

4. gu(S) = [0 ̸∈ S]

其中 [P ] 为艾佛森括号，当 P 为真时 [P ] = 1，当 P 为假时 [P ] = 0。

这样我们就对 mu > 0 的黑点 u 计算出了 gu。没有出边的黑点与白点

等价，不妨将其看作白点处理。

u 为白点 对于白点 u，我们不能像子任务 4 中一样直接用 mexgu({0}) 表示

gu。

将 gu(S)的表达式展开，其由 mex(S ∪ · · · )和 gv(· · · ) (cv = 0, mv > 0)

两种运算组成。我们可以归纳证明：对于任意 i > j，命题 i ∈ S 是否为真

不影响命题 gu(S) = j 是否为真。

因此，gu(S) ∩ {0, 1} 和 gv(· · · ) 的值取决于 0 ∈ S 和 1 ∈ S 是否为真。

枚举 0 ∈ S 和 1 ∈ S 是否为真，对四种情况分别考虑 gu(S) 的值。如

果 gu(S) ̸∈ {0, 1}，我们就可以用与子任务 5 中相似的方法证明 gu(S) =

mexgu(S∩{0,1})+1(S \ {0, 1})。
因此，我们只需知道 gu(T ) (T ⊆ {0, 1}) 这四个值即可唯一确定 gu。
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计算 gu(T )。与子任务 5 相似，令 d(u,mu + 1) = T，倒序遍历 u 的出

边并用树状数组维护 d(u, i)，在 i → i − 1 时计算 geu,i−1
(d(u, i)) 并将其插

入 d(u, i) 即可得到 d(u, i− 1)。mex(d(u, 1)) 即为 gu(T )。

综上所述，无论 u 是黑点还是白点，gu 均有容易计算的表示方式。我

们可以在 O((n +m) logm) 时间内递推计算所有 gu，解决整个问题的时间

复杂度为 O(k + (n+m) logm)。
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