
《数列重排》命题报告

重庆市巴蜀中学 郭雨豪

2021 年 10 月 3 日

朱



目录

朱 题目大意 朳

朲 数据范围 朴

朳 解题过程 朵

朳朮朱 简单做法 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朵

朳朮朱朮朱 暴力做法 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朵

朳朮朱朮朲 针对子任务 朴 的做法 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朵

朳朮朲 题目分析 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朵

朳朮朲朮朱 初步分析 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朵

朳朮朲朮朲 针对子任务 朵 的做法 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朵

朳朮朲朮朳 进一步分析 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朶

朳朮朲朮朴 针对子任务 朶 的做法 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朷

朳朮朳 标准解法 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朷

朳朮朳朮朱 标准解法 朱 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朷

朳朮朳朮朲 标准解法 朲 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朸

朳朮朴 总结 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朮 朸

朴 参考文献 朸

朲



1 题目大意

定义一个数列区间的 杭来杸 为区间中最小的没有出现过的自然数，对于一个数列 p，定

义 g木p, k朩 为 p 中 杭来杸 ≥ k 的子区间数量。

给定 n 个小于 m 的自然数和一个区间 杛l, r杝，令 f木k朩 表示这 n 个数构成的数列 p 可以

通过重排列得到的所有的 p′ 中 g木p′, k朩 的最大值，对于每一个 k ∈ 杛l, r杝，求出 f木k朩。

令 ai 表示数字 i 出现的次数，保证存在正整数 X，使得 ∀ i < m, ai ∈ {X,X 末 朱}。
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2 数据范围

本题采用子任务评测。

子任务编号 分值 n m 特殊性质

朱 朵 ≤ 朹 ≤ 朹

无朲
朱朵

≤ 朲朰朰 ≤ 朲朰朰

朳 ≤ 朵× 朱朰3 ≤ 朵× 朱朰3

朴 朵

≤ 朱朰9

≤ 朲 l 朽 朰, r 朽 朱

朵
朱朰

≤ 朱朰6
l 朽 m, r 朽 m

朶 ai 朽 朱

朷
朱朵

r − l 末 朱 ≤ 朱朰4

朸 ≤ 朲× 朱朰6
无

朹 朱朰 ≤ 朱朰7

对于所有数据，满足 朱 ≤ n ≤ 朱朰9, 朱 ≤ m ≤ 朱朰7, 朰 ≤ l, r ≤ m。

时间限制：朶朰朰ms

空间限制：朲朵朶MB
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3 解题过程

令 S 朽 r − l 末 朱。

3.1 简单做法

朳朮朱朮朱 暴力做法

O木n朡朩 枚举最终所有数的排列，求出每个区间的 杭来杸，时间复杂度 O木n朡n2朩。

也可以枚举 k，在求区间 杭来杸 时使用双指针维护合法区间，时间复杂度为 O木n朡nS朩

两种算法或一些复杂度更高但常数更小的算法均可以通过子任务 朱，期望得分 朵。

朳朮朱朮朲 针对子任务 朴 的做法

子任务 朴 中，数只包含 朰, 朱，并且 k ∈ {朰, 朱}，当 k 朽 朰 时任何一个重排列的任何一个区

间都是合法的，当 k 朽 朱 时可以容斥，看作最小化全 朱 的连续段个数，根据均值不等式可

以转化为将所有的 朱 平均的分配在 朰 之中，在题目的条件下一定每一段长度均为 朱，时间

复杂度 O木朱朩，结合子任务 朱 的做法可获得 朱朰 分。

3.2 题目分析

朳朮朲朮朱 初步分析

可以发现，当 k 固定时，所有 ≥ k 是等价的，所有 < k 的数数字之间是等价的，这启

示我们可以分为两部分考虑，在子任务 朵 中，k 朽 m，也就是所有数 < m，可以从这里入

手。

朳朮朲朮朲 针对子任务 朵 的做法

可以直接构造，构造一个 杛朰,m − 朱杝 的排列，这个排列中出现次数为 X 末 朱 的数靠前，

出现次数为 X 的数靠后，将 X 个这样的排列拼接在一起，最后会剩下一些出现次数为

X 末 朱 的数，将这些数按照最初排列中的顺序依次排列在这个数列的末尾。容易发现，此

时任意一个长度 ≥ m的区间 杭来杸 ≥ m，无论怎样排列不可能更优，时间复杂度 O木m朩，结

合之前的算法期望得分 朲朰 分。
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朳朮朲朮朳 进一步分析

子任务 朵 的做法已经是正解很重要的一部分，但现在我们并不能证明子任务 朵 的构造拓

展到一般情况时的正确性，这个正确性可以从以下的一些基于贪心的性质中推出。

我们将每一个 ≥ k 的数一个视为黑球，其他的每一个数视为一个白球，白球上写着球所

代表的数，黑球完全等价，我们称两个球之间有贡献，当且仅当这两个球之间（包括边界）

每一个编号的白球都出现，最后的答案即为有贡献的球对数。

性质 朱 若一个黑球和最靠左的球无贡献，可以将这个黑球移至最靠左的位置，若一个黑

球和最靠右的球无贡献，可以将这个黑球移至最靠右的位置。

证明 朱 黑球的移动不会影响其他球对是否产生贡献，若这个黑球和最靠左的位置无贡献，

一定和其他左方的球无贡献，但移至更靠左的位置时可能和一些在右方的点产生贡献，所

以这样的移动一定不劣，向右移同理。

性质 朲 若两个黑球之间没有贡献，则可以将一个黑球移至另一个黑球的位置。

证明 朲 黑球的移动不会影响其他球对是否产生贡献，对于两个黑球，分别计算与其有贡

献的球的个数，将小的一方移动到大的一方一定更优。

接下来考虑白球的变化，我们还是将其看做一些白球构成了若干个排列加上最后不到整

个的一个排列，其他的白球看成散点，若某一次存在一个可以移动至当前排列末尾的白球

则移动，但仍然保留在排列末尾的黑色球连续段在排列末尾，对白球的贡献可以抵消，对

黑球的贡献会少去对最后一个连续段的黑球的贡献（根据性质 朱 不会损失其它贡献），但

由于排列长度增加，会有一个新的位置与末尾的黑球产生新的贡献，所以一定不劣，如果

没有找到可以移动至末尾的白球可以将白球内部的排列改变，这样不会影响贡献，但可以

将一个白球变为可以放在末尾的情况，可以发现最终白球内部的顺序仍然会像子任务 朵 中

提到的一样。

根据上述讨论，我们进行一个简单总结：所有白球按照子任务 朵 中的方法排列，若两个

黑球对应的左右两个相邻白球不同，则两黑球之间白球个数 ≥ k，这样可以保证任意两个

黑球若没有贡献，一定其中没有白球。
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令一个黑球的位置为其左边第一个白球的位置，我们希望同一个位置的黑球对尽量少，

首先可以让可行的位置尽量多，令白球总数为 A，则经过简单分析可以得出位置总数为
A

k
末 朱。

白球内部两两之间的贡献是确定的，由于白球是固定的，可以先考虑白球和黑球之间的

贡献，可以发现，除了两个边界的上连续的黑球和除了相邻的 k−朱个白球以外的 A−k末朱

个白球有贡献，其它的黑球只和除了相邻的 朲k − 朲 个白球以外 A− 朲k 末 朲 个白球有贡献，

也就是说中间的所有位置是等价的，两边的两个位置是等价的，假如说确定了两边的黑球

个数之和，根据均值不等式，那么这两边一定平均分，中间一定平均分其余的黑球。

直接枚举两边的黑球总数后计算，所有贡献可以拆分为白球之间，白球和黑球之间，黑

球之间三类，均可以 O木朱朩 得出答案，总复杂度可以做到 O木Sn朩，可以通过子任务 朱 ∼ 朵，

期望得分 朵朰。

朳朮朲朮朴 针对子任务 朶 的做法

在这个限制下，白球个数恰好 朽 k，可以放黑球的位置只有最前方和最后方两个位置，

根据之前的分析平均分一定是最优的，时间复杂度 O木m朩，结合之前的算法期望得分 朶朰

分。

3.3 标准解法

朳朮朳朮朱 标准解法 朱

令 C 表示两边的黑球个数之和，将问题转化与 C 相关的函数关系，注意函数中下取整

函数较多，不方便直接处理，一种简单的分析方法是从调整的角度寻找函数性质，即从 C

的变化时答案的变化量分析函数。

当 C 变大时，可以看作如下过程：在非边界所有黑球的连续段中找到黑球数量最多的一

个，将其中的一个黑球移至两边黑球的连续段中黑球更少的一边，假设这个黑球原本所在

所在的连续段有 x 个黑球，移到的边界的连续段有 y 个白球，那么答案变化量为 x − 朱 −
木y − 朱朩 末 k − 朱，其中 k − 朱 来自于对白球的贡献变化，x − 朱 表示新增了对原来连续段中

其它球的贡献，−木y − 朱朩 表示减少了对原来边界连续段上球的贡献，发现 C 增加时，x 不

增，y 不降，变化量单调，可以三分解决，时间复杂度 O木S 杬杯杧 n朩，可以通过子任务 朱 ∼ 朷，

但由于三分时计算答案常数非常大可能无法通过子任务 朸，期望得分 朷朵 ∼ 朹朰。
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观察到直接求函数较为复杂，但可以根据上述调整法在极少的计算次数中求出函数在 C

变化为 C 末 朱 时的答案变化量，此时使用二分斜率代替三分可以大量减少常数，可以通过

所有子任务，期望得分 朹朰。

我们其实想找的就是第一个斜率 ≤ 朰 的位置，斜率为 朰 时边界上的数的出现次数的最

小值为中间出现数次数的最大值 末k − 朱，可以先给两个边界各自分配 k − 朱 个黑球，然后

把剩下的黑球平均分在每一个位置上，可以发现此时一定斜率 ≤ 朰，且倒退一步斜率 ≥ 朰，

时空复杂度均为 O木S朩，期望得分 朱朰朰。

朳朮朳朮朲 标准解法 朲

把最大化收益看成最小化
∑
（同一位置上黑球的对数 − 对白球产生的贡献），将每一个

位置的代价看做一个函数，可以发现是每一个位置都一个简单二次函数，于是可以贪心地

每次选当前函数值最小的一个。并且二次函数只有在边界和不在边界两种，在边界的函数

初始对白球会带来额外的贡献，相当于额外加上一个一次函数，无论从函数的意义来看还

是从实际意义来看，都可以得出和标准解法 朱 类似的结论，前 朲k− 朲 次一定选在两边，之

后所有位置等价，平均分即可，时间复杂度 O木S朩，期望得分 朱朰朰。

3.4 总结

本题从一个简单的问题入手，从特殊性质构造发现题目算法框架，通过使用贪心分析性

质简化问题，再利用拆分贡献后简单的均值不等式以及调整法加快计算，最后用调整法代

替复杂的函数分析证明函数的凸性，使用二分斜率代替三分减少计算量，再从函数性质重

新入手快速计算，算法知识点非常简单，主要考察了贪心以及调整对题目的性质分析，是

一道较为简单的贪心题。
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