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1 题目大意

1.1 题目描述

一次 Tom 用鞭炮炸 Jerry 的老鼠洞时，不小心炸到了 Speike 的狗窝。
后院的道路构成了一棵 n 个点的无向树，Speike与 Tom 之间的追逐以

如下方式展开：

• Tom 和 Speike 一开始分别在 a, b 两个点；

• Tom 和 Speike 轮流行动，Tom 先行；

• 每次行动者可以选择不动，或是沿着一条边走到另一个端点；

• 如果一次行动后到达了 Speike 和 Tom 处于同一位置则 Speike 胜。

以 Tom 的智商足够知道这个游戏他是必败的，所以他趁 Speike 没反
应过来之前建立了 m 条额外边，这些额外边只能被 Tom 经过，而不能被

Speike 经过。
现在 Tom 想要知道，对于所有的 n × (n − 1) 组可能的 (a, b) (a ̸= b)，

有多少组追逐中 Tom 有策略使得 Speike 永远无法获胜。

1.2 数据范围

对于 100% 的数据：1 ≤ n,m ≤ 105, 1 ≤ x, y ≤ n，保证 x ̸= y 且所有

无序对 (x, y) 不同，但不保证 (x, y) 这条边不在树中。

Subtask 1（10 pts）：n,m ≤ 20。

Subtask 2（15 pts）：n,m ≤ 300。

Subtask 3（15 pts）：n,m ≤ 2000。

1



解题过程 2

Subtask 4（20 pts）：n,m ≤ 40000。

Subtask 5（10 pts）：m = 1。

Subtask 6（30 pts）：无特殊限制。

1.3 题目来源

本题是一道原创题。

2 解题过程

2.1 搜索

可以采用搜索或其他暴力算法得到一定的分数，例如可以将 O(n2) 个

状态全部列出后从最终状态倒推每个状态的胜负情况，这里不加赘述。

2.2 性质观察

称 Tom 获胜，当且仅当 Speike 永远无法获胜。
对于额外边 (x, y)，如果 x, y 的树上距离为 d，我们就说这条额外边是

一条 d 级边。

• 观察 1：只要 Tom 所在点是一条大于 2 级的边的端点，那么 Tom 获
胜。

• 证明：Tom 可以始终位于 x, y 两点之一，若 Speike 行动后和 x 相邻

则 Tom 到 y，否则 Tom 到 x，由于树上不存在 x, y 的公共邻居，所

以 Tom 始终不会被 Speike 追到。

于是，我们可以将额外边进行这样的处理：将所有大于 2 级边的端点

标记，然后删除这些边，同时也可以删除无用的 1 级边，只保留 2 级边。那

么上面的观察说明了 Tom 到达标记点后就可以获胜，而我们还可以说明这
一条件必要的。

• 观察 2：不存在一种情况，使得追逐无限进行，且 Tom 任意时刻都不
在标记点上。

• 证明：以 Speike 初始点 b 为树根，令 Speike 的策略为始终向 Tom 走
近一步，可以归纳证明 Tom 永远在 Speike 所在点子树内，这是因为
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如果某一步 Tom 走到 Speike 所在点 b′ 子树外，那么由于不经过大于

2 级边，所以肯定是从原来 b′ 的一个儿子走到 b′ 的父亲，那么 Speike
一步后就可以追到 Tom，追逐就没有无限进行。

也就是 Tom 获胜当且仅当他能在不被追到的情况下走到一个标记点。
通过上述证明过程，可知以 b 为根时 Tom 在到达标记点前始终位于 Speike
所在点子树中。

设 i, j 的树上距离为 d1(i, j)，而考虑额外边时的最短路为 d2(i, j)，则

Tom 可以在不被追到的情况下通过路径 a = v1 → v2 → . . . → vk，当且仅

当对于任意 vi 有 d2(a, vi) < d1(b, vi)。

2.2.1 由此得到的一个算法

根据观察 1, 2 以及相关分析，我们立刻得到一个 O(n+m) 的判断给定

的一组 a, b 的胜负情况的算法：

首先求出所有标记点，然后对于一次询问 a, b，取所有满足 d2(a, i) <

d1(b, i) 的 i 构成的点导出子图（包含树边和额外边），求 a 所在的连通块是

否有标记点，如果有则 Tom 获胜，否则 Speike 获胜。
对于每一对 (a, b) 进行上述判定，即可在 O(n2(n+m)) 的复杂度内完

成本题，该算法也是作者在对拍时使用的暴力算法。

2.3 结构分析

以 b 为树根，考虑 2.2.1 所述算法中的导出子图里 a 所在的连通块在树

上有怎样的结构。

如图，我们要讨论 a 能否到达 i，首先可以找到 a, b, i 三个点的交汇点

（到三个点距离和最小的点），即图中红点 c，那么 a 到 i 的路径要么需要经

过 c，要么需要经过一条恰好跨过 c 的 2 级边（即图中边 e）。

由于 Tom 可以走树边，所以一旦经过 c 点后 Tom 的行动就不会比
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Speike 慢了，所以整个过程的“瓶颈”实际上就在 c 这里，我们只需要讨论

Tom 是否可以在不被 Speike 追上的情况下走到 c（或者 e 的端点），而这即

是比较 d2(a, c) 和 d1(b, c) 的大小。

注意到这里的单调性：可选的 c 是 a → b 链上靠近 a 的一个前缀，那

么所有可能到达的 i 都在以 b 为根时 c 的子树里，我们可以首先通过树上

倍增定位出离 a 最远的 c，然后询问这个子树里是否有标记点。

注意有一些细节是上面没有讨论的，例如边 e 的问题，所有关于 2 级

边的处理细节将到正解部分再提及。

2.3.1 由此得到的一个算法

根据上述结构，我们可以 O(logn)回答单次询问，需要树上倍增，如果
要完成所有 O(n2) 次查询，则时间复杂度为 O(n2 logn+m)。

2.4 算法优化

如果要对 n × (n − 1) 对 (a, b) 分别判定，上述算法已经接近极限，我

们需要一个更好的方法来计数点对。而点对计数的有力工具是树分治，下面

介绍一种通过点分治结合 2.3 所述结构的算法。
以重心 p 为根，只考虑 a, b 属于 p 不同子树的情况。

设 a → b 路径上依次经过 a = v1, v2, . . . , vk = b 这些点，首先找出

一个最小的 q 使得删去 vq+1 后 vq 所在连通块（下面将这个连通块记为

C(vq+1, vq)）有至少一个标记点，那么 Tom 至少需要经过 vq 才能到达一个

标记点，根据 2.3 中的结构，只需要比较 d2(a, vq) 和 d1(b, vq) 的大小即可。

接下来我们分成两种情况讨论：

• vq 在 a → p 路径上（包括点 p）。

这时可以发现 vq 是与 b 无关的，枚举 a 后我们可以直接找出其祖先

中最近的一个满足子树中有标记点的点，那就是 vq。有了 vq 也就有

了 d = d2(a, vq)，那么我们只需要对 d1(b, vq) > d 的 b 进行计数就可

以了，开个桶记录当前分治到的连通块中所有点到重心 p 的距离即可。

• vq 在 p → b 路径上（不包括点 p）。

这时 vq 与 a 是无关的，我们同样可以枚举 b 后算出 vq，然后算出

d = d1(b, vq)，然后用桶计数满足 d2(a, vq) < d 的 a 的数量。
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算法的主要过程实际上已经叙述完了，但由于 2 级边的存在，使得其

中有不少繁琐的细节，下面来对此进行一些解释。

2.4.1 算法细节

设当前分治重心为 p，首先判定是否所有标记点都在 p 的同一个子树

中，如果是的话，将这个子树的根记为 mk，对它的处理比较特殊，我们首

先只计算 b 不在 mk 子树中的情况。

对于第一种情况（vq 在 a → p 上），首先对整个连通块 DFS 一次，将
所有点 i 的 d1(i, p) 加到一个桶中，然后分别对每个 p 的子树（除了 mk）

DFS，首先将这个子树中点的 d1(i, p) 从桶中删除（因为统计的是不同子树

间的点对），然后枚举其中的点作为 a，找到 vq，然后求出可行的 b 到 p 的

最小距离，计算桶中数据的一个后缀和累加到答案。

对于这个最小距离需要分类讨论：

• 如果不存在 vq−1 到另一个 vq 的儿子的 2 级边，那么可以直接用

d2(a, vq) 进行计算。

• 如果存在 vq−1 到另一个 vq 的儿子 x 的 2 级边，且 x 子树中有标记

点，那么可以不经过 vq，而是通过 vq−1 → x 走捷径，应该利用这个

长度进行计算。

• 特别地，在上种情况中，如果 vq 就是 p，并且 x 是唯一的，那么对

于 x 子树中的 b 就无法使用 vq−1 → x 这条捷径，std 的实现方法是用
map 记录这样多算的部分，最后 DFS 一次减掉。

如果 mk 存在，那么还需要考虑第二种情况（vq 在 p → b 上），显然只

有 mk 子树中的点能成为这样的 b，通过 DFS 枚举 b，计算出 vq，同样讨

论是否存在 vq−1 到 vq 儿子的 2 级边，然后算出 d2(a, p) 的最大值，用桶的

前缀和累加进答案。

2.4.2 复杂度

由于点分治中还需要进行一些较为复杂的计算，考虑到原本本题的细

节就较多，代码并不好写，所以对于其中的一些计算采用了多 1 个 log 的代
价进行维护，因此 std 的时间复杂度为 O((n+m) log2 n)，其中第二个 log
来自于树状数组，树上倍增，map。
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如果精细实现，理论上应该可以做到 O((n+m) logn)，但代码难度将
进一步上升，因此本题并没有强求这种做法。

3 总结与出题背景

本题延续了作者去年集训队作业自选题 Tom & Jerry 的追逐模型，并
且结合树上数据结构的常见思维方法，考察了选手的图论和树上问题的综

合能力。

本题的思维要求其实并不高，但需要一环接一环的推导，而在代码实现

上比较考察选手的细节处理能力和调试能力，并没有什么大段的模板可以

仿照，总体来说是一道思维过程轻量级，而代码实现有一些难度的题。

这题的最初雏形与 AGC 005 E 比较相像，在发现这一点后我将问题修
改为在树的基础上加上 m 条额外边的形式，同时将查询内容升级为了点对

计数，这样一来就比那道 AGC 题多了很多不同的思维过程。
原本的标准解法除了点分治外还用到了长链剖分，但在后来的讨论中

发现事实上只需要用到点分治即可解决。
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