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2 数据范围与限制 IOI2022 集训队互测

1 题目大意

给定 n 以及 n 组正整数 (li, vi)。有 n 个整数 x1, x2, ..., xn，初始时这些整

数都为 0。循环进行如下操作直到停止：

随机选择一个 [1, n] 间的正整数 k，其中选择 t 的概率为 pt =
vt∑n
i=1 vi

。然

后将 xk 变为 (xk + 1) mod lk。接下来，记录序列 (x1, x2, ..., xn)。如果记录了

(0, 0, ..., 0) 则停止操作。

求停止时，记录过的不同序列种类数的期望，对给定质数 mod 取模。保证

答案在模 mod 意义下有定义且对于每个 li，模 mod 意义下的 li 阶原根 di 存在

且给出。

同时，保证对于任意一组满足 ∀1 ≤ i ≤ n, 0 ≤ xi < li 的整数序列

(x1, ..., xn)，满足
∑n

i=1 pia
xi
i ≡ 1(modmod) 当且仅当所有 xi = 0。

保证 v 随机生成，且答案在模 mod 意义下有定义。在满足题目所述条件的

情况下，运算中出现值在模 mod 意义下无法表示的概率足够小，可以认为不用

考虑出现值在模 mod 意义下无法表示的情况。

2 数据范围与限制

记 m =
∏n

i=1 li。

对于所有数据，1 ≤ n,m ≤ 5 × 105, 2 ≤ li, 1 ≤ vi ≤ 106, 1 ≤ di ≤ mod −

1, 9× 108 ≤ mod ≤ 1.05× 109

子任务编号 子任务分值 特殊限制
1 2 n = 1
2 8 m ≤ 8
3 10 m ≤ 100
4 8 n = 2,mod = 998244353,m ≤ 210

5 8 li = 2,m ≤ 210

6 12 m ≤ 210

7 8 m ≤ 213

8 6 n = 2,mod = 998244353
9 8 mod = 998244353
10 12 li = 2
11 12 li ≤ 50
12 6 无特殊限制
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时间限制：4 秒

空间限制：1024 MB

3 解题过程

3.1 算法 1

对于 n = 1 的情况，每一步操作都只会操作 x1，x1 会从 0 依次增加到

l1 − 1，然后变为 0 停止。此时答案为 l1。

复杂度 O(1)，可以通过子任务 1，期望得分 2 分。

3.2 算法 2

设 fS,T 表示当前 (x1, ..., xn) 的值为 S，之前所有记录过的 (x1, ..., xn) 的

集合为 T ，继续操作直到停止时种类数的期望值。

对于一个 fS,T，如果 S = (0, 0, ..., 0)，则 fS,T = |T |，否则枚举下一次选择

的数的情况，可以得到一个关于 f 的方程。

对每个 fS,T 都考虑一次，可以得到一个 f 的方程组，然后可以高斯消元求

出 f。

不同的 S共有m个，因此不同的 T 有 2m个，该算法的复杂度为O(m323m)。

可能的状态数少于 m× 2m 的一半，因此该算法可以通过子任务 2，结合算法 1

期望得分 10 分。

3.3 算法 3

根据期望线性性，记录过的序列 (x1, ..., xn) 的种类数的期望，等价于每一

种序列 (x1, ..., xn) 被记录的概率的和。

考虑计算一个序列 (y1, ..., yn)不被记录的概率。(0, ..., 0)一定会被记录，只

需要计算 (y1, ..., yn) 不为 0 的情况。设 f(z1,...,zn) 表示当前 (x1, ..., xn) 的值为

(z1, ..., zn) 且之前没有记录 (y1, ..., yn)，继续操作停止时不记录 (y1, ..., yn) 的概

率。
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如果 (z1, ..., zn) = (y1, ..., yn)，则 f(z1,...,zn) = 0。如果 (z1, ..., zn) = (0, ..., 0)，

则看作 f(z1,...,zn) = 1。否则枚举下一步可能的操作得到方程。这样可以得到关

于 f 的方程组，从而解出 f。由于初始在 (0, ..., 0) 时不会停止但方程中看作

f(0,...,0) = 1，计算概率时可以枚举第一步操作的情况并求和概率。

该算法需要进行 O(m) 次高斯消元，复杂度为 O(m4)。结合算法 1 可以通

过子任务 2, 3，期望得分 20 分。

3.4 算法 4

为了便于描述接下来的算法，定义 (a1, a2, ..., an) + (b1, b2, ..., bn) = ((a1 +

b1) mod l1, ..., (an + bn) mod ln)。下文中所有形如
∑

(b1,...,bn)
的求和默认包含

∀i, 0 ≤ bi < li 的限制。

记 Ti = (δi1, ..., δin)，其中 δij 在 i = j 时为 1，否则为 0，即 Ti 的第 i 个

元素为 1 ，其余元素为 0。则算法 3 中关于 f 的方程组为：

f(z1,...,zn) =


1 (z1, ..., zn) = (0, ..., 0)

0 (z1, ..., zn) = (y1, ..., yn)∑n
i=1 pi ∗ f(z1,...,zn)+Ti

otherwise

定义 g(a1,...,an) 为：

g(a1,...,an) =

pi (∃i, (a1, ..., an) = Ti)

0 otherwise

则 f 的方程中的第三种情况可以看成一种卷积运算。定义：

(f + g)(a1,...,an) = f(a1,...,an) + g(a1,...,an)

(f × g)(a1,...,an) =
∑

(b1,...,bn)+(c1,...,cn)=(a1,...,an)

f(b1,...,bn)g(c1,...,cn)

考虑将前两种情况看成在第三种情况的方程的一侧加上一个常数。设 x = 1 −
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∑n
i=1 pi ∗ f(0,...,0)+Ti

, y = −
∑n

i=1 pi ∗ f(y1,...,yn)+Ti
。定义 h(a1,...,an) 为：

h(a1,...,an) =


x (a1, ..., an) = (0, ..., 0)

y (a1, ..., an) = (y1, ..., yn)

0 otherwise

则方程组可以看成 f = f × g + h。同时，因为
∑n

i=1 pi ∗ f(0,...,0)+Ti
为从

(0, ..., 0) 开始，停止时不记录 (y1, ..., yn) 的概率，因此 x 即为记录 (y1, ..., yn)

的概率。

在 di = 2 时，f × g 即为异或卷积。由 FWT 的性质，定义：

FWT (f)(a1,...,an) =
∑

(b1,...,bn)

f(b1,...,bn)

n∏
i=1

(−1)aibi

则 FWT (f)(a1,...,an) = FWT (f)(a1,...,an)∗FWT (g)(a1,...,an)+FWT (h)(a1,...,an)。

考虑 (a1, ..., an) = (0, ..., 0) 的情况，此时 FWT (g)(0,...,0) =
∑n

i=1 pi = 1，

因此可以得到 FWT (h)(0,...,0) = 0。又因为 FWT (h)0,...,0 = x+y，因此 y = −x。

对于 (a1, ..., an) ̸= (0, ..., 0) 的情况，FWT (g)(a1,...,an) =
∑n

i=1 pi(−1)ai <

1。因为 h 中只有 x,−x, 0，因此存在常数 c 使得 FWT (h)(a1,...,an) = cx，进一

步可以得到存在常数 c 使得 FWT (f)(a1,...,an) = cx。

此时可以用 x 表示所有满足 (a1, ..., an) ̸= (0, ..., 0) 的 FWT (f)(a1,...,an)，

但无法确定 FWT (f)(0,...,0) 的值。

但因为 f(0,...,0) = 1, f(y1,...,yn) = 0，由 FWT 的性质，有：

f(a1,...,an) =
1

2n

∑
(b1,...,bn)

FWT (f)(b1,...,bn)

n∏
i=1

(−1)aibi

f(0,...,0) − f(y1,...,yn) =
1

2n

∑
(b1,...,bn)

FWT (f)(b1,...,bn)(1−
n∏

i=1

(−1)yibi)

此时 FWT (f)(0,...,0) 的系数为 0，因此可以得到形如 cx = 1 的方程，进而解出

x。

对于一个 (y1, ..., yn) 进行上述过程的复杂度为 O(m logm)，因此该算法的
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复杂度为 O(m2 logm)。可以通过子任务 5 ，结合算法 1 与算法 3 期望得分 28

分。

3.5 算法 5

FWT 相当于每一维上进行长度为 2 的 DFT，因此容易将算法 4 的操作扩

展到每一维大小不为 2 的情况。

定义：

DFT (f)(a1,...,an) =
∑

(b1,...,bn)

f(b1,...,bn)

n∏
i=1

ωaibi
li

通过与 FWT 类似的方式，可以证明 DFT (f) 满足：

DFT (f)(a1,...,an) = DFT (f)(a1,...,an) ∗DFT (g)(a1,...,an) +DFT (h)(a1,...,an)

同时根据 DFT 的性质，逆变换为：

f(a1,...,an) =
1∏n
i=1 li

∑
(b1,...,bn)

DFT (f)(b1,...,bn)

n∏
i=1

ω−aibi
li

因此使用与算法 4 相同的做法即可对于每一个 (y1, ..., yn) 得到记录 (y1, ..., yn)

的概率。

此时算法的复杂度瓶颈在于对于 g, h 求出 DFT (g), DFT (h)。因为 g 只在

所有 Ti 位置值非零，h只在两个位置值非零。因此容易在 O(nm) = O(m logm)

的复杂度内求出。

该算法复杂度为 O(m2 logm)，可以通过子任务 2 ∼ 6，结合算法 1 期望得

分 48 分。

通过一些实现上的优化（例如按照顺序枚举 (a1, ..., an) 每一维的值，在枚

举的过程中计算 DFT 的值），可以将复杂度优化至 O(m2)，这样可以通过子任

务 2 ∼ 7，结合算法 1 期望得分 56 分。
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3.6 算法 6

考虑直接解出上一个算法中的 x，对于 (y1, ..., yn) 可以得到：

DFT (g)(a1,...,an) =

n∑
i=1

piω
ai

li

DFT (h)(a1,...,an) = (1−
n∏

i=1

ωaiyi

li
)x

因此可以得到：

DFT (f)(a1,...,an) =
1−

∏n
i=1 ω

aiyi

li

1−
∑n

i=1 piω
ai

li

x((a1, ..., an) ̸= (0, ..., 0))

1 = f(0,...,0) − f(a1,...,an) =
1∏n
i=1 li

∑
(b1,...,bn)

DFT (f)(b1,...,bn)(1−
n∏

i=1

ω−biyi

li
)

1 =
1∏n
i=1 li

∑
(b1,...,bn )̸=(0,...,0)

(1−
∏n

i=1 ω
biyi

li
)(1−

∏n
i=1 ω

−biyi

li
)

1−
∑n

i=1 piω
bi
li

x

1

x
=

1∏n
i=1 li

∑
(b1,...,bn )̸=(0,...,0)

(1−
∏n

i=1 ω
biyi

li
) + (1−

∏n
i=1 ω

−biyi

li
)

1−
∑n

i=1 piω
bi
li

定义 −(b1, ..., bn) = ((l1 − b1) mod l1, ..., (ln − bn) mod ln)，记：

s(a1,...,an) =
∑

(b1,...,bn )̸=(0,...,0)

1−
∏n

i=1 ω
biai

li

1−
∑n

i=1 piω
bi
li

=
∑

(b1,...,bn )̸=(0,...,0)

1

1−
∑n

i=1 piω
bi
li

−
∑

(b1,...,bn )̸=(0,...,0)

∏n
i=1 ω

biai

li

1−
∑n

i=1 piω
bi
li

则答案等于：

1 +

n∏
i=1

li
∑

(a1,...,an) ̸=(0,...,0)

1

s(a1,...,an) + s−(a1,...,an)

因此求出 s 后即可 O(m logm) 得到答案。考虑求 s 的部分，其中第一部分
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∑
(b1,...,bn )̸=(0,...,0)

1

1−
∑n

i=1 piω
bi
li

为与 (a1, ..., an) 无关的定值，可以 O(m logm) 求出。对于第二部分，定义：

t(a1,...,an) =
1

1−
∑n

i=1 piω
bi
li

则第二部分等于 DFT (t)。

在 li = 2 时，DFT 等价于 FWT，因此可以做到 O(m logm) 复杂度，可

以通过子任务 5, 10，结合算法 1, 5 期望得分 68 分。

在 li ≥ 2 时，可以沿用 FWT 的思想，依次对每一维做变换。一维上的变

换相当于求 t′x =
∑li−1

y=0 tyω
xy
li
，直接枚举 y 求和，总复杂度为 O(m∗ (

∑
li))，可

以通过子任务 2 ∼ 7, 10, 11，结合算法 1 期望得分 80 分。

3.7 算法 7

算法 6 的复杂度瓶颈在于 O(l2i ) 求出所有的 t′x =
∑li−1

y=0 tyω
xy
li
，即任意长

度的 DFT。

使用 Bluestein 算法即可在 O(li log li) 的复杂度内求出。因此可以将算法 6

的复杂度优化至 O(m logm)。

对于 mod = 998244353 的情况，可以使用 NTT 实现 Bluestein 中的卷积，

这样可以通过子任务 4, 8, 9，结合算法 1, 6 期望得分 94 分。

对于 p 任意的情况，可以使用任意模数 FFT 的方法。可以通过所有子任

务，期望得分 100 分。

由于 p 随机生成，可以看作 t 随机生成，且题目保证 t 的分母在模意义下

不为 0。可以近似看作 s 随机生成。若出现 1
s(a1,...,an)+s−(a1,...,an)

的分母模意义

下为 0 的情况，则只有当所有分母模意义为 0 的部分相加，分子为 mod 的倍数

时，答案可能在模意义下有意义。因此这种情况出现的概率近似于不大于存在

一个分母模意义为 0 的概率乘上 1
mod，即不大于

m
mod2，在本题的范围下，这个

概率小于 10−10，因而可以不考虑这种情况。
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3.8 算法 8

以下为笔者的一个从生成函数角度出发的思路，该思路得到了与之前的算

法相同的答案。但笔者认为该思路可能存在不严谨，因此在这里仅供参考。

为了避免一些问题，所有求 F (1) 的步骤可以看成求 limx→1− F (x)。

设 hi,j,x 表示对第 i 个数进行 x 次操作后等于 j 概率乘上 pxi，Hi,j(x) =∑
l≥0

hi,j,l

l! xl，则：

Hi,j(x) =
∑
k≥0

[k mod vi = j]
( pi∑

pi
)k

k!
=

1

vi

vi−1∑
k=0

ω−jk
vi e

ωk
vi

pi∑
pi

x

设 fi,(a1,...,an) 表示操作 i次后，所有数字为 (a1, ..., an)的概率。F(a1,...,an)(x) =∑
i≥0 fi,(a1,...,an)x

i, G(a1,...,an) =
∑

i≥0

fi,(a1,...,an)

i! xi。则可以得到：

G(c1,...,cn)(x) =
1∏n

i=1 vi

n∏
i=1

Hi,ci(x)

=
1∏n

i=1 vi

∑
(a1,...,an)

(

n∏
i=1

ω−aici
vi ) ∗ e

∑n
i=1 ω

ai
vi

pi∑
pi

x

F(c1,...,cn)(x) =
1∏n

i=1 vi

∑
(a1,...,an)

∏n
i=1 ω

−aici
vi

1− (
∑n

i=1 ω
ai
vi

pi∑
pi
)x

在接下来计算贡献的部分中，可以认为 (a1, ..., an) ̸= (0, ..., 0)。

设 qi,(a1,...,an)表示操作 i次后当前的所有数字为 (a1, ..., an)，且在此之前的

每次操作后数都不为 (a1, ..., an)的概率，设 Q(a1,...,an)(x) =
∑

i≥0 qi,(a1,...,an)x
i。

考虑容斥，枚举最后一次出现 (a1, ..., an) 位置减去，则可以得到：

Q(a1,...,an)(x) = F(a1,...,an)(x)−Qa1,...,an
(x) ∗ (F(0,...,0) − 1)

Q(a1,...,an)(x) =
F(a1,...,an)(x)

F(0,...,0)(x)

再设 si,(a1,...,an) 表示操作 i 次后当前所有数字为 (0, ..., 0)，且过程中每次操作

后数都不为 (a1, ..., an) 的概率。设 S(a1,...,an)(x) =
∑

i≥0 si,(a1,...,an)x
i。
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同样考虑容斥，枚举最后一次出现 (a1, ..., an) 位置减去，对于之后的部分

考虑反向的操作，可以得到：

S(a1,...,an)(x) = F(0,...,0)(x)− F(a1,...,an)(x) ∗Q−(a1,...,an)(x)

最后设 ti,(a1,...,an) 表示表示操作 i次后当前所有数字为 (0, ..., 0)，且过程中每次

操作后数都不为 (a1, ..., an)，除去最后一次操作外每次操作后不为 (0, ..., 0) 的

概率，T(a1,...,an)(x) =
∑

i≥0 ti,(a1,...,an)x
i。认为 T0,(a1,...,an) = 0。

由容斥得：

T(a1,...,an)(x) = S(a1,...,an)(x)− T(a1,...,an)(x) ∗ (S(a1,...,an)(x)− 1)− 1

T(a1,...,an)(x) = 1− 1

S(a1,...,an)(x)

因此停止时没有记录 (a1, ..., an) 的概率为 T(a1,...,an)(1)。由期望线性性答案等

于 1 +
∑

(a1,...,an) ̸=(0,...,0)
1

S(a1,...,an)(x)
。令

vl(a1,...,an) = F(0,...,0)(1)− F(a1,...,an)(1)

=
1∏n

i=1 vi
∗

∑
(b1,...,bn )̸=(0,...,0)

1−
∏n

i=1 ω
−aibi
vi

1−
∑n

i=1 ω
bi
vi

pi∑
pi

则有：

S(a1,...,an)(x) = F(0,...,0)(x)− F(a1,...,an)(x) ∗
F−(a1,...,an)(x)

F(0,...,0)(x)

S(a1,...,an)(x) =

(F 2
(0,...,0)(x)− (F(0,...,0)(x)− vl(a1,...,an))(F(0,...,0)(x)− vl−(a1,...,an)))

F(0,...,0)(x)

S(a1,...,an)(x) = vl(a1,...,an) + vl−(a1,...,an) −
vl(a1,...,an) ∗ vl−(a1,...,an)

F(0,...,0)(x)

由于 limx→1− F(0,...,0)(x) = ∞，因此 limx→1− S(a1,...,an)(x) = vl(a1,...,an) +
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vl−(a1,...,an)

因此答案 ans 为：

ans = 1 +
∑

(a1,...,an )̸=(0,...,0)

1

vl(a1,...,an) + vl−(a1,...,an)

ans = 1 +
∑

(a1,...,an )̸=(0,...,0)

∏n
i=1 li∑

(b1,...,bn) ̸=(0,...,0)

(1−
∏n

i=1 ω
aibi
li

)+(1−
∏n

i=1 ω
−aibi
li

)

1−
∑n

i=1 piω
bi
li

这与算法 7 的结果相同。

4 总结

本题思维难度适中，代码难度适中，考察选手对部分经典模型的掌握程度。

vi = 2 的情况可以通过方程组与 FWT 间的关联得到关键的性质。而 vi > 2 的

情况可以看做 FWT 的拓展，即高维 DFT，因此可以直接将 vi = 2 的解法拓展

到 vi 任意的情况。

考虑随机游走过程的概率生成函数，通过期望步数等于 F ′(1) 的性质，可

以用完全不同的方式得到相同的答案。笔者认为本问题可能存在更多的解决方

式，但笔者能力有限，并没有得到更多的解法。

本题为笔者的原创题。感谢彭博参与验题工作。
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