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1 题面

1.1 题目描述

小 饔 在玩一款游戏，游戏中有彩票。彩票只有中奖与不中奖两种情况。

小 饔 玩了一段时间后发现，如果将中奖看作 餱，不中奖看作 餰 的话，那么

一直买彩票后生成的无限长的 餰餱 序列 T 有一个长为 n 的循环节 S。具体来讲，

T 满足 Ti 餽 S((i−1) mod n)+1。

定义 fi 为只考虑前 i 次买彩票时的中奖率，更具体地，若前 i 个数中有 ai

个餱，那么 fi 餽
ai
i
。小 饔 想知道中奖率何时比较高，于是他会有 q 次询问，具

体形式如下：

餱餮 给定整数 k，设 fw 为序列 f 中第 k 大的值，求 w 。

餲餮 给定整数 k，求出 fk 的排名，若排名为无穷大，输出 inf。

注意：我们称 fa 比 fb 大当且仅当 fa > fb 或 fa 餽 fb ∧ a < b 。可以证明在

这样的定义下，序列 f 中第 k 大的值是存在且唯一的。

1.2 限制与约定

对于所有测试数据， 餱 ≤ n ≤ 餱餰5, 餱 ≤ k ≤ 餱餰10000, 餱 ≤ q ≤ 餲餰。

子任务编号 n ≤ k ≤ 特殊性质 分值

餱 餱餰5 餱餰10000 S1 餽 S2 餽 · · · 餽 Sn−1 餽 餰, Sn 餽 餱 餱

餲 餱餰 餱餰餰餰
餭

餹

餳

餱餰5
餱餰9 餹

餴

餱餰10000

op 餽 餲 餱餳

餵 S1 餽 餱, S2 餽 S3 餽 · · · 餽 Sn 餽 餰 餲餰

餶 餲餰餰
餭

餱餸

餷 餱餰5 餳餰

餲
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2 题解

设 gk 表示序列 f 的第 k 大的值。

首先考虑 i, i 餫 n 两个位置，它们之间恰好相差一个循环节，所以有 fi+n 餽
ai+an
i+n
，而 fi 餽

ai
i
，可以发现 fi > fi+n 当且仅当 fi > fn 餽 an

n
。

将序列 f 按照下标 饭饯饤 n 划分成 n 个序列。若某个序列 {fi+kn}, k ∈
N, 餱 ≤ i ≤ n 满足 fi > fn，那么这个序列单调递减且满足 fi+kn > fn。若

fi < fn，同理推出 fi+kn < fn。

所以有以下两种情形：

餱餮前 n 个数中没有数大于 fn，那么此时的最大值 fi 满足 fi 餽 fn，而有无限

个数 fn, f2n, f3n, ... 的值都等于 fn，所以对于所有 j，gj 都与 fn 相等。

餲餮前 n 个数中存在某个 fi 满足 fi > fn，那么 {fi+kn} 这个序列的所有元素
均大于 fn，所以对于所有 j，gj 大于 fn，只需考虑首项大于 fn 的序列。

情形 餱 较为简单，设 fk1 , fk2 , fk3 , · · · , fkn , 餱 ≤ k1 < k2 < k3 < · · · < km 餽 n

为所有前 n 个数中等于 fn 的数，那么容易发现序列 g 为

fk1 , fk2 , fk3 , · · · , fkn , fk1+n, fk2+n, · · · , fkn+n, fk1+2n, · · ·

所以可以使用常数次运算完成询问餱和询问餲，时间复杂度 O館n餫 q 饬饯饧 k餩。

接下来只考虑情形 餲。

2.1 算法一

序列 S 的构造保证了它属于情形 餱，按上述算法操作即可。

时间复杂度 O館n餫 q 饬饯饧 k餩，可以通过子任务 餱，期望得分 餱。

2.2 算法二

考虑直接截取前若干项进行排序，再去做其余的操作。通过打表发现截取

的项数不需要太多就可以获得正确答案。

事实上，通过之后的性质分析，截取的项数在 O館n2k餩 级别就可以确保正

确。

时间复杂度 O館館n2k餫 q餩 饬饯饧 nk餩，可以通过子任务 餲，期望得分 餹，结合算法

一期望得分 餱餰。

餳
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2.3 算法三

首先考虑如何查询某个数 fu 的排名。

首先若 fu ≤ fn 那么自然有无限组解，下设 fu > fn。只需计算每个满足

fi > fn 的序列 {fi+kn} 中有多少个数比 fu 大即可，由于序列单调递减，可以

直接使用二分解决。但由于其形式简单，可以直接解不等式 fi+kn ≥ fu，具体如

下：
ai 餫 kan
i餫 kn

≥ au
u

整理可得

館nau − uan餩k ≤ uai − iau

记 L 餽 nau − uan, R 餽 uai − iau，式子变为 Lk ≤ R。不难发现 L > 餰，以

下分类讨论 R 的正负。

餱餮若 R < 餰，那自然无解。

餲餮若 R ≥ 餰，考虑有 k ≤ R
L
，由于 k 是自然数，那么解数为 ⌊R

L
⌋餫 餱。

若不等式能取等，还需判断这两个数在序列中的先后关系。

那么我们有了查询排名的方法以后，查询第 k 大可以自然想到使用二分。

这里分母最大为 餱餰9，那么两个分数之差最小为 餱餰−18，较为精细地使用 long

double 的实现可以通过。

时间复杂度为 O館qn 饬饯饧 k餩，可以通过子任务 餲 和子任务 餳，期望得分 餱餸，

结合算法一期望得分 餱餹。

2.4 算法四

考虑如何快速查询排名。

现在需要快速计算一些分数的下取整之和，继续推导式子，将 u 重写为

v 餫 tn，那么 au 餽 av 餫 tan，所以有

L 餽 nau − uan 餽 n館av 餫 tan餩− 館v 餫 tn餩an 餽 nav − van

所以 L 是在 O館n2餩 范围的，无需高精度，并且注意到 L 与 i 无关，故所有

分数的分母都相等。如果能将分子都快速加起来再除以分母，那么对高精度的

操作次数就能接受了。

餴
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首先下取整完再加与加完再下取整这两件事情实际上只差了个进位，换句

话说，我们有 ⌊
a

p

⌋
餫

⌊
b

p

⌋
餽

⌊
a餫 b

p

⌋
−
⌊
館a 饭饯饤 p餩 餫 館b 饭饯饤 p餩

p

⌋
并且这个形式可以推广到 n 元。

注意到 R 是 u 和 au 的线性组合，于是分子的加法是 O館n 餫 饬饯饧 k餩 的，而

R 饭饯饤 L 可以通过预处理 u 饭饯饤 L 与 au 饭饯饤 L 快速算出。

但这里有个比较致命的细节，就是若存在相等，如何快速判断先后关系。但

实际上只需判断 nau − uan 与 nai − ian 的大小关系即可，证明详见后文。

时间复杂度 O館q館n餫 饬饯饧 k餩餩，可以通过子任务 餴，期望得分 餱餳，结合算法一

和算法三期望得分 餳餲。

2.5 算法五

这里指定了 S 的取法，考虑此时第 k 大有什么规律。

记 hk 为满足 fhk
为第 k 大的数。对 hk 打表可以发现它 饭饯饤 n 有一个长为

n(n−1)
2
的循环节。

有了循环节，我们就可以将 k 缩减到循环节长度的量级了，此时再使用算

法三即可求出答案。可是这里的精度要求为 餱餰−20 量级，如何有理有据地进行二

分呢？

答案是在分数上二分，我们考虑 饓饴饥饲饮餭饂饲饯饣饯饴 饔饲饥饥，由于它具有搜索树性

质，那么可以像在平衡树上二分一样对其二分。但是这样做的复杂度并没有保

证，原因是一个分母为 n 的分数在 饓饴饥饲饮餭饂饲饯饣饯饴 饔饲饥饥 上的深度可以达到 O館n餩。

使用倍增优化，来使连续的向左跳或者向右跳更快，具体来说记录一个参

数 t，每次尝试向左餯右跳 餲t 步，成功了就直接跳到对应位置且将 t 自增 餱，否

则将其自减 餱，等到 t 餽 餰 时改为普通的二分。

优化后的复杂度为 O館饬饯饧 n餩，其中 n 为要找的分数的分母大小，证明考虑

归纳，归纳的命题为当向左总共跳了 t 次（这里的次数指倍增跳的成功次数）

时，分母至少为 餲t/2，若该命题成立则复杂度显然正确。

开始时往左跳了 餰 步，所在位置为 1
1
，命题成立。

否则考虑最后一步，设当前的位置的分数为 a
b
，它当前的前驱（只考虑深度

不大于它的分数）为 c
d
，若最后一步为往右跳直接删掉该步，由归纳显然成立。

餵
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反之，设从最后一步往前数，连续往左跳的次数是 L 次，那么 c
d
一定在跳的路

径中被经过，且它向右跳一次，再向左跳 L 次后即为 a
b
。此处有一个小小的反

例为 c
d
餽 0

1
，但其依然满足我们下面的论述。

那么 c
d
的路径中有 t−L次向左跳，于是 d ≥ 餲

t−L
2 ，而由于它连续向左跳了

L次，那么由倍增以及 饓饴饥饲饮餭饂饲饯饣饯饴 饔饲饥饥的性质，分母至少加了 餲
L
2 次 d，所以

b ≥ 餲
L
2 d ≥ 餲

t
2，证毕。

时间复杂度 O館q館n 餫 饬饯饧 k餩餩，可以通过子任务 餵，期望得分 餲餰，结合算法

一、算法三和算法四期望得分 餵餲。

2.6 算法六

考虑推广算法五中发现的循环节性质。

打表发现，hk 饭饯饤 n 永远有一个较短的循环节，但是我们没法直接求出循

环节。

考虑暴力，直接截取前若干项，排序后求出 hk，再使用 饋饍饐 求出其循环

节即可，通过之后的性质可以发现只需截取 O館n3餩 项即可给出正确答案。

时间复杂度 O館n3 饬饯饧 n餫 q館n餫 饬饯饧 k餩餩，可以通过子任务 餲 和子任务 餶，期望

得分 餲餷，结合算法一、算法三、算法四和算法五期望得分 餷餰。

2.7 算法七

需要快速求出循环节以及每个序列在循环节中出现的次数。

转换视角看问题，考虑设 zk 为复数 k 餫 ak饩，那么 zk 对应的辐角 θk 满足

饴饡饮 θk 餽 fk。于是，构建 hk 的方法如下：

先将 z1, z2, · · · , zn 放入复平面，每次取出一个辐角最大的 zk，若有多个取

模长最长的，将其变为 zk+n 餽 zk 餫 zn 后放回平面。那么第 j 次取出的复数的下

标即为 hj。

首先对所有 zk 做变换 zk → zkzn，可以发现这个变换保辐角和模长的序。这

样一来，zn 变为整数 a2n 餫 n2，便于分析。

接着考虑以原点为中心，将所有复数投影到 饉饭 z 餽 餱 这条直线上，也即

a 餫 b饩 → a
b
餫 饩，设 zk 投影后为 xk 餫 饩。那么求 hk 的方式变为取 xk 最小的值，

且将其加上 zn館饉饭 zk餩
−1。于是对于 xk，它被选中 饉饭 zk 次之后就会变成 xk 餫 zn，

餶
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而且，我们有 饒饥 zk 餽 nk餫 anak < n2 餫 a2n 餽 zn，所以开始的 xk 在 饛餰, zn餩 之间，

且 xk 无法再往前移动，故 zn 是一个循环节，且第 k 个序列出现了 饉饭 zk 次。

以上只考虑按辐角比较，那么若辐角相同时又是什么结果呢？

若 zu 和 zv 辐角相同，比较模长时，我们可以直接对虚部进行比较，而由

于虚部不会变动，所以相同时的大小关系是确定的，不会因为操作过程而改变，

至此，循环节完全确定。

此时我们已经有 O館n餩 求循环节的算法了，时间复杂度 O館q館n 餫 饬饯饧 k餩餩，期

望得分 餱餰餰。

以下是对之前算法正确性的说明。

注意到 饉饭 zk 餽 nak − kan，那么每个数在循环节中的出现次数为 O館n2餩，循

环节长度为 O館n3餩。所以对于算法六只需处理前 O館n3餩 项即可找出循环节。

对于询问餱，容易发现第 k 大的位置不会超过 nk，因为全局第 k 大可以通

过只考虑每个序列的前 k 大得到，而这些数位于前 nk 个位置。对于询问餲，查

询的 k 假设在第 j 个序列，那么有 k 餽 j 餫 tn，其中 t 餽
⌊
k−1
n

⌋
，而循环节长度

是 O館n3餩 的，那么它的排名若非正无穷，则一定为 O館n2k餩 量级。于是，对于算

法二，只需处理前 O館n2k餩 项即可正确回答询问。

算法四中判断的正是这里虚部的大小。

3 总结

本文从该题中含有的单调性入手，给出了一个基于二分的解法，又通过题

目的性质，从特殊到一般地发现了循环节这一特征，最后的解法中，巧妙地转

换了视角，从较为几何的角度给出了循环节的本质，从而快速求解。本题的思

维难度较高，考察了选手发现性质的能力，是笔者认为不错的题目。
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