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1 题目大意

这是一道交互题。

有一棵 n 个点，但形态未知的树，你需要找到它的重心，保证 n 为奇数，此时重心一定

唯一。

你每次可以询问三个点 攨x, y, z攩，若其中存在一个点在另外两个点的最短路径上，则交

互器会返回这个点，否则交互器会返回 攰。

每个测试点内部有 t 组测试数据，你需要在总询问次数不超过 M 的情况下求出每一组

数据的答案。
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2 数据范围及限制

子任务编号 子任务分数 t n M 特殊性质

攱 攲 攽 攱攰攰 攽 攳 攽 攱攰攰
无

攲 攸 攽 攱攰

攽 改改改 攽 攱攰7攳 攱攲

攽 攱攰攰

A

攴 攱攷 无

攵 攱攸 攽 攴改改改改 攽 攲.攵× 攱攰7 A

收 攱攲 攽 改改改改
攽 攴× 攱攰7

无攷 攱改 攽 攵攰
攽 攲改改改改

攸 攱攲 攽 攱攰攰 攽 攵× 攱攰7

特殊性质 A：保证每个点的度数不超过 攲。

保证每个子任务的测试点数量不超过 攲攰。

时间限制 攴s，空间限制 攵攱攲MB。

保证交互库使用的时间不超过 攲s，空间不超过 收攴MB。
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3 解题过程

3.1 简单做法

攳攮攱攮攱 敮攽攳

直接询问三个点，返回值即为重心，期望得分 攲。

攳攮攱攮攲 暴力做法

将 攱 视为树根，那么询问 攱, x, y 可以得到 x, y 是否为祖先后代关系，同时得到其中的深

度较小的一个，通过 O攨n2攩 次操作可以还原整棵树，期望得分 攱攰。

也有很多其它做法。

3.2 链

攳攮攲攮攱 初步分析

询问可以看做返回三个数中最靠中间的一个数，这个操作得到的信息量是严格劣于知道

三个数的相对顺序的。如果想要还原整个序列等价于排序，但 O攨n攩 次操作内是不能进行

排序的，也就是说，在此档部分分以及之后的正解中，是不可能在 O攨n攩次还原整棵树的。

以下对链的讨论中将问题视为：有一个未知排列，每次你可以询问三个位置上的数的中

位数。

攳攮攲攮攲 做法

可以考虑用 敮整敨 敥敬敥敭敥敮整 的方法，如果这样做需要找到一种比较两个数大小的方式。

一个想法是将这两个点与 攱 同时询问，返回值即为这两个数中的较小数。

找到 攱 可以用如下的方法：将 攱 ∼ n 依次加入一个集合，当集合大小 攽 攳 时查询集合的

中位数，然后删掉其中的中位数，容易发现最后集合中剩下的两个数分别为 攱, n，由于查

询的是中位数所以具体用 攱 还是 n 不会影响答案。

这个做法可以通过，具体的常数可以见题解的最后一页，结合之前的做法期望得分 攴攰。

攵



当然也可以利用每次询问三个数的性质，随机两个数，将序列分为三份，这样会更优秀

一些。

3.3 树

攳攮攳攮攱 初步分析

链上我们采取了分治来解决问题，而树上的分治在形态未知是是困难的。注意到重心的

性质：每一个子树的大小不超过 n/攲，于是我们考虑随机，每次随机两个点 x, y，之后我

们假设重心在 x → y 的最短路上，这样的在树形态最坏（例如链）的情况下期望两次可以

成功，之后将其视为一个类似的序列问题。

攳攮攳攮攲 判定

先考虑一个简单很多的问题，怎么判定一个点是否是重心？

考虑到重心的性质：所有子树的大小不超过 n
2
。但是直接询问三个点是不容易得出每个

点属于哪个子树的。

又考虑到若不存在重心，则有一个子树的大小 > n
2
，此时可以考虑找绝对众数，使用摩

尔投票，虽然我们不能通过询问得到每一个点属于哪个子树，但我们可以通过询问得出每

一个点是否与上一个点属于同一个子树，最后我们再询问一次可以得到每个点是否和摩尔

投票的结果属于同一子树。

攳攮攳攮攳 暴力做法

可以用链的方法用 O攨n 敬敯敧 n攩 的时间将树上这条路径的具体顺序求出。由于我们假设

重心在链上，我们只需要知道剩余的点在链上的位置，由于链上已经有序可以考虑二分答

案，同样是 O攨n 敬敯敧 n攩的复杂度，由于最开始随机了路径，这个做法的总期望为 O攨n 敬敯敧 n攩

的，结合之前的算法期望得分 攵攷 ∼ 收改。

攳攮攳攮攴 优化

同样考虑 敮整敨 敥敬敥敭敥敮整，但直接做是有问题的，现在不能直接随机一个点，因为每个位

置还有一个子树，询问时会带一个额外的代价，复杂度退化为 O攨n 敬敯敧 n攩（考虑一棵 敘 形

状的树）。如果想要带权随机需要定位点在序列上的位置，可以考虑每次单独枚举或者提

前排序，同样也是 O攨n 敬敯敧 n攩 的复杂度。带权随机之后我们还需要判断之后需要保留其中

的哪一边，我们可以通过询问得出每个点是属于链上左侧或者链上右侧或是当前点的链外

收



部分，如果三个方向都不超过 n/攲 则该位置为重心，如果左右超过 n/攲，那么可以递归其

中一侧，否则进行一次判定，如果不成功说明重心不在链上。整个做法次数为 O攨n 敬敯敧 n攩

的，期望得分 收改。

攳攮攳攮攵 再优化

注意到上述算法的一个上界在于排序，如果解决排序整道题可以做到线性。

可以考虑先定位，再排序，于是可以先随机 O攨
√
n攩 个点，将这些点单独排序，进行上

述的过程后得到了重心所属的区间，然后再次找出区间内的点排序，最后定位到重心，这

样做已经达到了 O攨n攩 的询问次数，不过常数可能略大。

该做法和其它一些类似的线性但常数过大的做法可以得到 攸攸 ∼ 攱攰攰 分。

攳攮攳攮收 正解

注意到上述算法的优化在于，我们需要排序，但不需要完全的顺序，只需要一部分元素

的顺序。

一种方法是将 敮整敨 敥敬敥敭敥敮整 的结构记录下来，也就是维护链上的一个区间 敛l, r敝，表示当

前知道重心落在 l ∼ r 中，同时维护集合 S 表示当前这个区间内部点的集合。每一次先随

机选择一个点，检查所有 S 中在链上的点，找到随机选择的点所对应的点在链上的位置，

之后检查这个点的情况，然后将 S 划分为三个集合，向其中一个方向移动。

若当前的点不在链上部分的子树大小 > n/攲，可以对这个点单独做一次摩尔投票，判断

其是否为重心。最终的询问次数为 O攨n攩，可以通过。

攳攮攳攮攷 常数分析

令 C 表示用经典的分治算法实现 敮整敨 敥敬敥敭敥敮整 的常数。

在整个算法的第一步，我们随机了两个点，我们将此时的结果按照在两点之间是否存在

一个点，其除去随机的链以外子树大小 > n/攲分为两类，无论怎样我们先使用了 n次操作

得到了链上的所有点。

若存在，则期望随机 攲 次就可以得到这个点，每一次随机会检查当前存在的所有点，每

一次检查会进行两次询问，得到这个点之后需要用一次摩尔投票以及检查摩尔投票的结

果。所以这部分的理论期望是不会超过 攷n 的。

攷



若不存在，则可以看做一个带权的 敮整敨 敥敬敥敭敥敮整，带权的 敮整敨 敥敬敥敭敥敮整 的常数是一定不大

于不带权的，所以这部分的常数一定不超过 攲Cn攫 n。

每一次如果链上不存在点使得子树外大小 > n/攲，则重心一定在链上，也就是一定会结

束，如果存在有可能不会结束，假设视为一定不会结束，由于这个概率不超过 攱/攲，所以

期望会有一次这样的情况。最后的总期望是 攲Cn攫攸n。经过实际测验 C 的值在 n 攽 攴改改改改

时大致为 攳.攵，不过有一定的波动，但在多次 攨> 攱攰6攩 试验（单次试验为：进行 攱攰攰 次模

拟用分值算法求长度为 攴改改改改 序列的中位数，取平均值）中均未超过 攳.改，若近似看作 攴

则整道题的次数为 攱收n，实际上可以发现在上述讨论中很多部分完全不会达到上界，并且

在各种测试中也表现较为优秀，又因为更高复杂度的算法也带有一定的常数，故将 攵× 攱攰7

作为满分标准。实际上本题还有一些很有用的常数优化，不过由于暂时无法证明其对算法

带来的实际变化，没有对最终的分数进行调整。在目前的数据中中平均情况大致在 攱攲n 左

右，多次测验也均可轻易通过题目。

如果您在 敓敵敢整敡敳敫攵 直接使用了系统的 敮整敨 敥敬敥敭敥敮整，可以发现其常数会更小，因为其实

现方法并不仅是普通的分治算法。

攳攮攳攮攸 其它优化

过程中有很多步，我们需要判断一个点是属于左部还是右部或是不属于任何部分，我们

原本用了两次在确定，但我们可以随机询问的顺序，便有概率一次问出该点所属的部分。

在询问出整条链时，我们其实也得出了挂在链两端的集合，于是可以特殊处理，实际情

况中，将原算法卡到常数比较大的数据都有一条比较长的链，而此时删掉链两端的集合优

化效果非常明显。

加上以上两个优化之后平均次数大致在 改n 左右。
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4 分数设计

由于本题的询问次数与期望有关，故采用单组数据多次测试来减小误差。

即使在 t 攽 攱攰攰 的情况下，在实验中仍然存在较大的误差，于是并没有采取交互题常用

的根据交互次数给分而选择了子任务得分，由于不同的算法之间差距非常大（O攨n攩, O攨n 敬敯敧 n攩, O攨n2攩），

且针对不同的算法构造了不同的数据，这样的做法仍然可以区分掉不同复杂度的做法。每

个 敓敵敢整敡敳敫 的限制相对该 敓敵敢整敡敳敫 的算法也是非常松的。未经任何剪枝的 敳整敤 在大量测试

中均能轻松通过所有测试点。
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