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1 题目大意

Y 君有一个长度为 n 的序列 {an}，初始时 ∀1 ≤ i ≤ n, ai = i。

他可以进行若干次如下的操作，目标是将序列转变为另一个给定的序列 {bn}，即 ∀1 ≤ i ≤
n, ai = bi。保证 {bn} 是一个 1 到 n 的排列。

• 选择 i, j 满足 1 ≤ i, j ≤ n, i ̸= j, 2|ai

• 设 x = ai/2，令 aj 加上 x，ai 减去 x

Y 君想知道，他的目标是否可以在有限步内达成。如果可以，还请你给出一种步数尽量少
的操作方案。

注意你不需要最小化操作的步数，只要你正确判断了是否有解、给出的方案合法、且步数
不超过一个给定的值 M，就算作答案正确。具体的限制可以看【数据范围】。

你还需要保证在操作的过程中，序列中的所有值位于 [1, 109]内。可以证明，如果有解，则

一定可以在本题的限制下得出至少一种方案。

2 数据范围

对于所有数据，保证 1 ≤ n ≤ 105, 1.5× 106 ≤ M ≤ 1.5× 107。

保证对于 n > 1000 的测试点，{bn} 随机生成。
Subtask 1（17pts）：1 ≤ n ≤ 10,M = 107。

Subtask 2（ 7pts）：1 ≤ n ≤ 150, ∀1 ≤ i ≤ n, bi ≡ (i− 1) (mod n)。

Subtask 3（14pts）：1 ≤ n ≤ 150。

Subtask 4（16pts）：1 ≤ n ≤ 1000,M = 1.5× 107。

Subtask 5（16pts）：1 ≤ n ≤ 5000,M = 1.5× 107。

Subtask 6（30pts）：1 ≤ n ≤ 105,M = 1.5× 107。

时空限制：1s, 512MB

3 题解

3.1 算法一

对于 n ≤ 10，可以采用朴素暴力（如搜索、BFS），这里不赘述。期望得分：17。
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3.2 算法二

我们通过对 n 归纳，来证明一定有解。

当 n = 1 时不需要操作。下面假设 n ≥ 2，并设所有长度为 n− 1 的排列都可以操作得到。

方便起见，记 pos[x] 表示当前排列中值 x 所在的位置，des[x] 表示目标排列中值 x 所在

的位置（b[des[x]] = x）。

我们尝试将 n 放到 des[n] 上，然后对 1 至 n− 1 使用归纳。

具备特殊性质的 Subtask2 提示我们考虑将所有 ai 在模 n 意义下 −1。

事实上，这存在 n− 1 步的直接构造。以 n = 7 为例（阴影标出的是操作位置）：

这样 n− 1 步为一轮，则经过 ≤ (n− 1) 轮，n 会到达位置 des[n]。

记操作步数为 T (n)，则

T (n) ≤
n−1∑
i=0

i2 =
1

6
(n− 1)n(2n− 1)

可以通过 n ≤ 150 的部分分，期望得分：38。
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3.3 算法三

定义两个数 x 和 y 可以直接交换，当且仅当对 x, y 所在位置反复操作，可以在有限步内

实现值的交换。

现在的目标仍然是将 n 移动到 des[n] 上，其他的如何移动并不需要关心。

假设我们找到了一个序列 d1 = a[des[n]], d2, ..., dk = n，其中 ∀1 ≤ i < k，di 和 di+1 都可

以直接交换。那么可以沿着这个顺序，将 a[des[n]] 通过 d1, d2 的直接交换改成 d2，通过 d2, d3

的直接交换改成 d3⋯⋯最后通过 dk−1, dk = n 的直接交换改成 n。

当 n ≤ 1000 时，我们可以枚举每一对数 x, y，然后暴力操作，判断其是否可以直接交换。
在实现时可以设定操作步数 ≤ 2⌈log2 n⌉，或设定中间结果不能超过 2n。

接着使用 Floyd或 Dijkstra等最短路算法，即可找到以 a[des[n]]与 n为端点的路径 {dk}。
通过程序验证，可以发现操作步数符合题目要求。这一做法的正确性说明将在算法五中看

到。

时间复杂度 O(n3) 或 O(n2 log2 n)，期望得分：54。

3.4 算法四

我们将针对某两个位置的反复操作进行一定的拓展，给出如下引理：

Lemma 1. 对于正整数 x, y，若 x ̸= y，x+ y 为奇数，则对于初始分别是 x, y 的两个位

置不断操作，最终会回到 x, y，即构成纯循环。

证明 令 t = x+ y，不妨 x 是偶数，y 是奇数，则第一次操作后 x, y 变为了 x/2, y+ x/2。

由于

y + x/2 ≡ y + (−y)/2 ≡ y/2 (mod t)

故在模 t 意义下，x 变为 x/2 的同时，y 也变为了 y/2。

因此，假设进行了 s 次操作，那么在模 t 意义下，x 变为了 x/2s，y 变为了 y/2s。

又因为 t 是奇数，所以我们可以取 s = ord2(t)，这样 2s ≡ 1 (mod t)，经过 s 次操作后一

定会回到 x, y。

Lemma 1 也告诉我们，在 x+ y 是奇数时，x, y 的反复操作具有可逆性。

现在，我们代入 x = n− 1, y = n，则 t = 2n− 1 是奇数。注意到 n− 1, n 的逆操作会到

达 2n− 2, 1，那么我们一定可以对 n− 1, n 顺操作至 2n− 2, 1。

随后，操作原序列中未操作过的 1 与现在的 2n− 2，就实现了 n 与 1 位置的调换，同时

将 n− 1 归位。下面是该过程的示意图（阴影标出的是操作位置）：
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而将 n 放置到 des[n]，只需先交换 1 和 a[des[n]]，然后交换 1 和 n。

在给定排列随机的情况下，每对 i− 1 与 i 期望产生两次贡献，因此该方法的期望操作步

数为 T (n) = 2
∑n

i=1 ord2(2i− 1)。

虽然 T (n) 的级别我们不容易直接估计，但是可以考虑编写一段程序来计算：

运行结果显示 T (5000) 约为 1.26× 107，期望得分：70。
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3.5 算法五

现在我们将算法四的构造稍加修改，再与算法三相结合，最终说明上述最短路的操作步数
≤ 2⌈log2 n⌉2。

Lemma 2. 设非负整数 s 满足 y = 2s + 1 − x > 0，则对初值分别是 x, y 的两个位置反

复操作 s 次，它们会变为 y 和 x，即实现值的交换。

证明 注意到 x+ y = 2s + 1 是奇数，我们可以沿用 Lemma 1 的证明。那么反复操作 s

次后，x 变为：

x · 2−s ≡ −x ≡ y (mod 2s + 1)

这里的本质是 2 模 2s + 1 的半阶是 s。同理 y 也会变为 x，得证。

在 Lemma 2 中，代入 x = n，并取 s 为满足 2s + 1− n > 0 的最小非负整数，可知此时
y = 2s + 1− n < n。我们记这样得到的 y 为 f(n)。

因此，每次 n 与 f(n) 交换后，n 会单调减少，直到变成 1。并且每次 s 也是单调减少的，

故 n → f(n) → f(f(n))... → 1 的过程，至多迭代 ⌈log2 n⌉ 次。
算法三中的每一小步，形式化地说，就是把一个 y 放置到当前 x 所在的位置上。那么我

们可以先把 1 放置到 x 所在的位置上，然后把 y 放置到 1 所在的位置上。

这两个过程是类似的，前者是 x 不断与 f(x) 交换，即 x → f(x) → ... → 1；后者是 1 不

断与更大的数交换，直到变成 y，即 1 → ... → f(y) → y。

注意这里每个“→”对应 s 次题目中的操作，而 s ≤ ⌈log2 n⌉，且 s 是单调递减的。

那么，我们一共花费 ≤ s(s+1)/2 ≤ (⌈log2 n⌉+1)2 次操作，就可以将 n 放置到了 des[n]。

从而，T (n) ≤ T (n− 1) + (⌈log2 n⌉+ 1)2。经过实际随机数据的测试，当 n = 105 时，操

作次数约为 1.38× 107，期望得分：100。
注：在整个操作过程中，序列中的值不会超过 2s，因而也不会超过 2n。
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4 总结

本题是一道具有一定思维难度的构造题。解题的首要切入点为归纳，随后的构造方法较为

多样，且实际需要的操作次数具有一定的梯度。适当使用程序的辅助有利于选手发现和验证更

多的性质，不断改进和优化解法。

此外，为了减小输出量和运行常数，本题在实现上采用了交互的方式；最后两个 Subtask
的数据随机是考虑到在不影响数据强度的情况下，确保实际运行结果在常数上小于理论最大值

的正确性，同时不作任何针对性地数据构造，以减少选手不必要的顾虑。最终正解方案的构造

与合法性并不依赖数据的随机性。
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