
《妙妙题》解题报告

题面

题目描述

这是一道交互题，希望大家玩得开心 :)

有  个人，标号分别为 ，按逆时针顺序面对面地依次围成一个圈。他们会进行若干轮游戏，每轮游戏
中每个人头上会佩戴一顶帽子，可能是黑色或白色的。每个人只能看到其他人的帽子颜色以及在简单模式下能得知自己的
编号。所有人在进行观察后要同时猜测自己帽子的颜色，你要设计一个确定性的策略使得猜中的人数尽可能多。

具体地，你的策略是一个函数 。其中  代表一个人看到的右手边第  个人的帽
子颜色（  为白色，  为黑色，下同）。在简单模式下，  为这个人的编号，否则 。函数将要返回一个  或 
代表这个人猜测的自己帽子的颜色。

在一轮游戏中，若第  个人帽子颜色为 ，那么你的策略能使 
 个人猜中自己帽子颜色。其中若在简单模式下，

，否则 。

实现细节

请确保你的程序开头有 #include "tmp.h"。'tmp' is short for 'the miaomiao problem'.

你不需要，也不应该实现主函数。你需要实现如下几个函数：

void init (int N, bool Type, int p);

该函数将在每个测试点开始测试时恰好被调用一次，用来告诉你该测试点的一些信息。其中：

 表示人数。

 表示是否为简单模式，若为  则是，否则不是。

 表示评分参数，具体见【数据范围与评分方式】。

bool guess (unsigned long long A, int x);

该函数代表你给出的策略，即【题目描述】中的 。其中 unsigned long long A  为  压位后的结
果，你可以通过表达式 ((A>>i)&1)  来获得真实的 。该函数的返回值即为 

。

最终测试时，对于每个测试点，交互库会恰好调用一次 init  函数。然后将该测试点中需要用到的 
 找出，并以任意顺序调用 guess  来得到每个  的值。你可以查看参考交互库了解更多实现细

节。

测试程序方式

本题下发文件中提供了一个交互库的参考实现 grader.cpp  和所需头文件 tmp.h。最终测试时所用的交互库实现与该实
现仅有随机种子与反作弊上的不同。

你可以将自己的程序 tmp.cpp  与 grader.cpp  以及 tmp.h  放在同一目录下并通过命令 g++ tmp.cpp grader.cpp  来
生成可执行文件。

该可执行文件运行方式如下：
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f(a ​, a ​, … , a ​,x)0 1 N−2 a ​ ∈i {0, 1} i + 1
0 1 x x = −1 0 1

i b ∈i {0, 1} ​(1 −∑i=0
N−1

∣f(b ​, b ​, … , b ,x ​) −(i+1) mod N (i+2) mod N (i+N−1) mod N i b ​∣)i x ​ =i i

x ​ =i −1

N

Type 1
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f(a ​, a ​, … , a ​,x)0 1 N−2

f(a ​, a ​, … , a ​,x)0 1 N−2 f



可执行文件将从标准输入读入以下格式的数据：

第一行三个整数 ，分别表示人数，是否为简单模式以及评分参数。

第二行一个整数  表示该数据中进行的游戏轮数。

接下来  行每行一个整数  表示每轮游戏里每个人的帽子颜色  的压位表示。你可以通过表达
式 ((B>>i)&1)  来获得真实的 。

读入之后，交互库会进行测试。若没有出现运行时错误，则会输出：

第一行一个整数，代表总共  轮游戏中猜中人数的第  小值。

第二行一个浮点数，代表你的程序在该数据中的得分占该数据总分值的比值。

数据范围与评分方式

本题共有  个测试点，测试点不等分。

对于每个测试点保证：

时间限制为 4 秒，空间限制为 1 GiB。

交互库所用时间不超过 1 秒，所用空间不超过 256 MiB。

。

每个测试点的具体限制及分值如下：

测试点编号 测试点分值

N ,Type, p

T

T B b ​, b ​, … , b ​0 1 N−1

b ​(0 ≤i i ≤ N − 1)

T p

26

3 ≤ N ≤ 64,Type ∈ {0, 1}, 1 ≤ p ≤ T ,T = 2 , 0 ≤min{N ,16} B < 2N

N = Type = p =

1 47 1 512 3

2 48 1 1 3

3 3 0 1 2

4 4 0 1 2

5 5 0 1 2

6 6 0 1 2

7 7 0 1 3

8 8 0 1 3

9 9 0 1 3

10 10 0 1 3

11 11 0 1 4

12 12 0 1 4

13 13 0 1 4

14 14 0 1 4

15 15 0 1 4

16 16 0 1 4



测试点编号 测试点分值

同时，对于  的测试点，保证  在所有  间的整数中均匀随机生成。

每个测试点均有部分分，具体评分方式为：对于一个分数为  的测试点，记你在该测试点中总共  轮游戏里猜中人数的
第  小值为 。那么若 ，则你在该测试点中得分为 。否则，记  为满足  的最小的  的整数，则
你在该测试点中得分为  （不进行取整）。

解题过程

算法 ？

我会乱搞！期望得分 ？。

算法〇

该算法用于解决  的情况。

注意到此时每个人都能知道自己的编号，于是可以按照编号将所有人分为数量尽可能相等的两组 ，一种可行的分发
是按编号的奇偶性分组。

那么可以据此构造策略：对于一个  组的人，他猜测自己帽子为黑色当且仅当他看到的白色帽子数量为奇数；对于一个 
 组的人，他猜测自己帽子为黑色当且仅当他看到的白色帽子数量为偶数。

在这种策略下，  两组中一定恰有一组使得其中所有人都猜中，于是能够保证至少  个人猜中。

期望得分  分。

算法一

该算法以及接下来的算法均用于解决  的情况。

我会爆搜！枚举所有可能的  并计算猜中数量的最小值，时间复杂度 ，可以添加若干剪枝，期望得分 
。

算法二

N = Type = p =

17 28 0 4096 5

18 29 0 512 5

19 30 0 64 5

20 31 0 1 5

21 32 0 1 5

22 60 0 4096 5

23 61 0 512 5

24 62 0 64 5

25 63 0 1 5

26 64 0 1 5
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本算法与正解没有直接关系。

以下字符串下标均从  开始。

一些记号：

对于两个长度为  的 01  串 ，称其为循环同构（记作 ）当且仅当存在整数  使得 
。容易发现循环同构关系为等价关系，记  的等价类为 。同时记  的长度为 

的循环子串集合为 。

对于长度为  的 01  串 ，称其为周期的当且仅当存在  且  使得 。容易
发现若  为周期的则  中所有串也为周期的。

对于长度为  的 01  串 ，记  为  拼接上字符 0，  为  拼接上字符 1。称其为准周期的当且仅当 
 为周期的或  为周期的。

那么有如下两个引理：

引理 1：对于准周期的串 ，  和  不可能均为周期的。

引理 2：对于非周期的串 ，  中至多有  个串是准周期的，而剩下的非准周期串互不相同。

这两个引理可以通过分类讨论的方式来证明，至于更简洁的证明方式将在介绍完算法三后给出。

现在开始设计策略：若一个人看到的串  为准周期的，那么他将猜测  使得  是周期的。这样，若
一轮游戏的帽子序列  为周期的，则这种策略能使所有人均猜中。

对于剩下的情况，构造一个二分图，该图的左部点为所有长度为  的非准周期 01  串，右部点为所有长度为  的
非周期 01  串构成的等价类。对于每个左部点 ，令其向右部点  各连一条边。

那么此时的策略  就等同于：对于所有 ，将  向  所连的边标记。而对于
一轮帽子序列为  的游戏，猜中的人数为与右部点  相连的被标记的边数。

注意到左部点度数均为 。而根据引理 2，每个右部点度数至少为 。于是可以把每个右部点拆成至少  个
度数为  的点，然后找出一组完美匹配（由 Hall 定理，一定存在），便构造出了一组标记边的方案使得与每个右部点相
连的被标记的边数至少为 ，进而构造出了一个能保证至少  个人能猜中的策略。

时间复杂度 ，期望得分 ，结合算法〇期望得分 。

算法三

直接给出策略：

其中

这是为什么呢？让我们回到算法〇，仍然考虑将所有人分为数量尽可能相等的两组 。

注意到如果将这  个人以逆时针顺序排在平面直角坐标系中单位圆的  等分点上（不妨设第  个人的坐标为 
），那么任意一条经过原点的有向直线都能将平面分成两个部分使得每个部分至少有  个人。
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怎么确定一条有向直线呢？注意当帽子序列为  时向量  所在有向直线是一个很好的选
择（当  为  向量时先按下不表）。对于第  个人，记 ：若  则将其分到  组；若  则将其
分到  组；若 ，则说明该有向直线恰好穿过第  个人，这种情况先按下不表。据此分组，则  中至少有 

 个人，接着执行算法〇中分组之后的策略即可使至少  个人猜中。

接下来有两个问题：一是计算  时似乎需要知道所有 ，信息量比简单模式还多；二是被按下不表的情
况还未解决。

先考虑第一个问题，注意到

发现  只和这两个向量的夹角有关，也即只和  有关！而且有 ，所以给  传入的 
 已经足够确定 ！

再考虑第二个问题，若  为  向量，那么对于所有 ，第  的人算出的  为 ，考虑确定此时第他的策略：
记 ，若  为  向量，则猜 ；否则猜 （注意判断  是否为  向量也仅需要  传入的参数）。那么容
易验证这种策略能在  的情况下使所有人猜中，同时也不影响其它情况下的策略！

综上，即可得到一开始给出的策略，时间复杂度 ，期望得分 。

最后考虑算法二中的两个引理：注意到周期串的  一定为  向量，于是引理 1 是平凡的；而引理 2 等价于  所在直线至
多经过  个点，也是平凡的。

最优性

值得一提的是，在  的情况下，  达到能保证猜中人数的上界，以下给出证明。

考虑所有帽子序列的可能情况中猜中的人数的平均值，为：

而猜中人数的最小值将不超过平均值，于是当  为奇数时得证。而当  为偶数时，当所有人帽子颜色相同时，只能保
证所有人均猜中，那么剩下情况的平均值将会小于 ，于是也得证。

总结

本题极大程度地考察了选手的思维能力，希望大家玩得开心 :)

本题中  的情况是经典问题（一个来源是 The Puzzle Toad），但思路对最终解法至关重要。

而  的情况改编自我校数学竞赛选手的训练题 （upd: 原题是 IMO2017 revenge T4），在与同学的讨论中，笔
者得到了较为套路化的算法二和更为巧妙的算法三，以及一些能使一些人猜中但达不到上界的算法。遗憾的是，在数学竞
赛中无法将这些算法进行区分。但在信息学竞赛的框架下，则能够根据选手的思考程度，给出较为客观的得分。

如果你还有别的算法，欢迎与大家分享！
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https://www.cs.cmu.edu/puzzle/puzzle27.html



