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一、 题目大意

给定一个 n 个点的有根树森林，点有点权 Ai。两个玩家轮流操作，每

次可以选择一个树根删除，获得这个点的点权，它的子树成为新的有根树。

所有点都删除后游戏结束，玩家的得分是他删除的点权和。玩家的目标

是最大化得分，求最终先手的得分。

二、 数据范围

对于所有数据，1 ≤ Ai ≤ 109。

子任务编号 n ≤ 特殊性质 分值

1 20 无 20

2 1000 无 20

3 2× 105 A 20

4 2× 105 B 20

5 2× 105 无 20

特殊性质 A：设 pi 为 i 的父亲，那么对于所有 2 ≤ i ≤ n 有 Ai ≤ Api
。

特殊性质 B：所有 Ai 在 [1, 109] 的整数内等概率随机。
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时间限制：3s。

空间限制：1024 MB。

三、 解题过程

3.1 问题引入

给定一张有向无环图 G = (V,E)，每个点 v ∈ V 有一个实数点权 Av。

两名玩家轮流操作，每次可以选择一个入度为 0 的点，获得它的点权，

然后删除它以及所有与它相关的边。图为空时游戏结束。

玩家的目标是最大化自己的点权和，求最终每个玩家的点权和。

3.2 算法简述

设当前权值为先手的点权和减后手的，那么先手想最大化权值，后手想

最小化权值。

定义在先后手的最优策略下，得到的权值为 val(G)。

先考虑链的情况。设链首为 x，第二个点为 M，且 M 为这条链中权值

最大的点。贪心地考虑，玩家应该不希望删除 x，不然另一个玩家就可以删

除 M 了。

如果 M 为链尾，那么 x,M 应该是游戏中最后删除的两个点。因此得

到如下定理。

劣势移动定理：设删除 x,M 后得到的图为 G′，那么 val(G) = val(G′)+

(−1)n(Ax −AM )，其中 n = |V | 表示 G 的点数。

否则，玩家删除 x 的唯一目的应该是删除 x 后面的点，并且在他删除

x、另一个玩家删除 M 后，该玩家一定会删除 M 的下一个点，否则他没必

要先删除 x。设 M 的下一个点为 y，有如下定理。

融合定理：将 x,M, y 合并为一个点权为 Ax +Ay −AM 的点，设得到

的图为 G′，那么 val(G) = val(G′)。

使用上面两个定理，可以将一条链变为从上至下单调不增的。



三、 解题过程 3

我们自然想把任意情况规约到链上。考虑一个点的两个子树，如果这两

个子树都已经转化为从上至下单调不增的链，那么在删除这两个子树的点

时，应该删除其中的较大值。有如下定理。

归并定理：如果一个点的某两棵子树（或两个不同的有根树）都是从上

至下单调不增的链，那么可以将这两条链归并成一条。设得到的图为 G′，那

么 val(G) = val(G′)。

本题为一种特殊情况：G 是有根树森林，边从父亲指向儿子。通过上述

三个定理，可以将整张图变为一条链，然后先后手依次取点即可。

使用数据结构维护链，时间复杂度可以做到 O(n logn) 或 O(n log2 n)。

在考场上，上述三个定理可以用贪心的想法猜出，可以通过与暴力对拍

的方式验证。接下来我们将严谨证明这三个定理。

3.3 证明

3.3.1 定义与基本性质

对于有向无环图 G = (V,E)，定义 G 的“拓扑关系”为有序对集合

top(G) = {(u, v) | u ̸= v, u能到达v}。
对于两个有向无环图 G,H，如果 top(G) = top(H)，那么 G 和 H 在

游戏中完全等价。

定义游戏的一个局面为一个取点序列 α ∈ V ∗（S∗ 表示元素属于 S 的

序列集合），但不是所有局面都是可能出现的。

对于 S ⊆ V，称 S 合法当且仅当：对于所有 u ∈ V \ S, v ∈ S，有

(u, v) /∈ top(G)。

定义 valid(G) = {S ⊆ V | S合法}。valid(G) 是所有合法局面的点集集

合。

对于局面 α ∈ V ∗，称 α 合法当且仅当：α 中的元素两两不同，且其中

元素构成的集合合法。

定义 valid∗(G) = {α ∈ V ∗ | α合法}。valid∗(G) 是所有合法局面的集

合。

对于局面 α = {v1, v2, . . . , vk}，其中 vi ∈ V。定义它的权值为

valG(α) =
k∑

i=1

(−1)i−1Avi

先手想最大化权值，后手想最小化权值。
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定义一个策略为一个局面到点的函数 σ : V ∗ → V，σ(α) 表示当前局面

是 α 时，下一步取的点。

称一个策略 σ 合法，当且仅当：对于所有 α ∈ valid∗(G) 且 |α| < |V |
有 α+ {σ(α)} ∈ valid∗(G)。这里加号表示序列的连接。

定义 G 的合法策略集合为 valid⋆(G)。

给定两个合法策略 σ, ρ，定义这两个策略产生的局面 α(σ, ρ) = {v1, v2, . . . , vn}
如下：

vi =

σ({v1, v2, . . . , vi−1}) i是奇数

ρ({v1, v2, . . . , vi−1}) i是偶数

此时称 σ 为先手策略，ρ 为后手策略。注意，先手策略只需要关注偶数

长度的局面，后手策略只需要关注奇数。

这两个策略产生的权值定义为

valG(σ, ρ) = valG(α(σ, ρ))

我们关心的是一轮游戏的最优权值，即双方都采用最优策略得到的权

值。

对于某时刻已经被移除的点集为 S ∈ valid(G)，定义下一步可操作的点

集为 availG(S) = {v ∈ V \ S | S ∪ {v} ∈ valid(G)}。
定义 valG(S) 为当前游戏的最优权值，那么

valG(S) =


0 S = V

max
v∈availG(S)

(Av − valG(S ∪ {v})) otherwise

定义游戏的权值为

val(G) = valG(∅)

另一种定义权值的方式是使用策略的语言：

val(G) = max
σ∈valid⋆(G)

min
ρ∈valid⋆(G)

valG(σ, ρ) = min
ρ∈valid⋆(G)

max
σ∈valid⋆(G)

valG(σ, ρ)

容易证明这两种定义等价。
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根据定义，对于所有先手策略 σ 有

val(G) ≥ min
ρ

valG(σ, ρ)

定义 σ 是先手最优策略当且仅当等号成立。

对于所有后手策略 ρ 有

val(G) ≤ max
σ

valG(σ, ρ)

定义 ρ 是后手最优策略当且仅当等号成立。

引理 1. 设 σ 和 ρ 分别是任一先后手的最优策略。那么：

(i) 对于任意 ρ′，valG(σ, ρ′) ≥ val(G)。

(ii) 对于任意 σ′，valG(σ′, ρ) ≤ val(G)。

(iii) val(G) = valG(σ, ρ)。

证明是容易的，这里略去。

引理 2. 对于有向无环图 G，在其中加入一条边后得到有向无环图 G′，如

果存在先手的最优策略 σ 和后手的最优策略 ρ 满足 σ, ρ ∈ valid⋆(G′)，那么

val(G) = val(G′)。

证明. 容易证明 valid⋆(G′) ⊆ valid⋆(G′)。

对于任意 σ′, ρ′ ∈ valid⋆(G′)，valG′(σ′, ρ′) = valG(σ, ρ)。
我们有
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val(G′) = max
σ′∈valid⋆(G′)

min
ρ′∈valid⋆(G′)

valG(σ′, ρ′)

≤ max
σ′∈valid⋆(G′)

valG(σ′, ρ)

≤ max
σ′∈valid⋆(G)

valG(σ′, ρ)

= val(G)

val(G′) = min
ρ′∈valid⋆(G′)

max
σ′∈valid⋆(G′)

valG(σ′, ρ′)

≥ min
ρ′∈valid⋆(G′)

valG(σ, ρ′)

≥ min
ρ′∈valid⋆(G)

valG(σ, ρ′)

= val(G)

所以

val(G) = val(G′)

引理 2 可以改变图的拓扑结构，配合“只要拓扑结构不变，游戏等价”
的性质，可以帮我们转化图的形态。

引理 3 (对比构造引理). 对于两个游戏 G,H，设 σ 为 G 的任一先手最优

策略，那么 val(G) ≤ val(H) 当且仅当存在 σ′ ∈ valid⋆(H)，满足：

∀ ρ ∈ valid⋆(H)

∃ ρ′ ∈ valid⋆(G)

s.t. valG(σ, ρ′) ≤ valH(σ′, ρ)

如果 val(G) = val(H)，则 σ′ 也是 H 的先手最优策略。

证明.
原命题

⇔ min
ρ′′

valG(σ, ρ′′) ≤ max
σ′′

min
ρ

valH(σ′′, ρ)

⇔ val(G) ≤ val(H)

如果 val(G) = val(H)，那么
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val(G) ≤ min
ρ

valH(σ′, ρ) ≤ val(H)

⇒ min
ρ

valH(σ′, ρ) = val(H)

即 σ′ 是 H 的先手最优策略。

对比构造引理可以帮助我们根据 σ 构造 σ′。应用到 G = H 的情况中，

可以构造满足特定限制的最优策略；应用到 G ̸= H 的情况中，可以用来证

明 val(G) ≤ val(H)。

构造 σ′ 时，需要考虑它应对每个 ρ 的策略。我们构造一个辅助策略 ρ′，

对比 (σ, ρ′) 和 (σ′, ρ) 两个游戏的局面，同时从前到后构造 σ′ 和 ρ′。构造

σ′ 时只能使用 σ 的策略以及当前局面中 ρ 的信息，这样不同 ρ 构造出的 σ′

才是没有冲突的。具体的构造思路可以在下文逐步理解。

对于一个节点序列 {u1, u2 . . . , uk}，称它为一条链当且仅当：

• 对于所有 1 ≤ i ≤ k − 1，ui 的出度为 1，指向 ui+1。

• 对于所有 2 ≤ i ≤ k，ui 的入度为 1，来自 ui−1。

• uk 的出度为 0。

定义 u1 为这条链的链首，uk 为这条链的链尾。

注意：在定义中，链首的前方可以存在其它节点，但链尾的后方不行；

链不需要是极长的（u1 的入度可以为 1）。

3.3.2 融合定理

定理 4 (融合定理). 考虑图 G = (V,E) 中的一条链 {x,M, y, p1, p2, . . . , pl}，
满足 AM ≥ Ax, Ay, Api

（1 ≤ i ≤ l）。

设 G′ 为将 x,M, y 融合为一个权值为 Ax + Ay − AM 的点后的图，那

么 val(G) = val(G′)。

证明. 设 p0 为 x,M, y 融合后的点，即 Ap0
= Ax +Ay −AM。

应用对比构造引理。设 σ 为 G 的任一先手最优策略，考虑构造一个 G′

的先手策略 σ′。对于所有 ρ，考虑 σ′ 对抗 ρ 的情况，引入辅助策略 ρ′ 对抗

σ，同时从前到后构造 σ′ 和 ρ′。
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首先，我们尽可能保持 G 和 G′ 的局面相同。

设当前 G 与 G′ 的局面都为 α = {α1, α2, . . . , αi}：

• 如果 i 为偶数（当前先手操作）：

– 如果 σ(α) ̸= x，就令 σ′(α) := σ(α)，αi+1 := σ′(α)，继续。

– 否则无法保持相同，进入情况 1。

• 如果 i 为奇数（当前后手操作）：

– 如果 ρ(α) ̸= p0，就令 ρ′(α) := ρ(α)，αi+1 := ρ′(α)，继续。

– 否则无法保持相同，进入情况 2

为了方便描述，下面称这样的构造为模仿构造，即让 σ′, ρ′ 模仿 σ, ρ。

下表中，第一行表示每一步的玩家，第二行表示 (σ, ρ′) 的当前局面，第

三行表示 (σ′, ρ) 的当前局面，∆ 表示下方局面的权值减去上方局面的权值。

为了美观，∆ 直接使用点来表示点权。

1 2

(σ, ρ′) α1 α2 · · · αi

(σ′, ρ) α1 α2 · · · αi

∆ = (α1 − α2 + · · · )− (α1 − α2 + · · · )

= 0

后面的讨论中，为了简洁，我们会在表中略去之前这部分相同的局面。

情况 1. i 为偶数且 σ(α) = x。

此时令 ρ′(α+ {x}) := M。

1 2

(σ, ρ′) x M

(σ′, ρ)

∆ = −(x−M)

然后根据 σ 和 ρ 的决策，如果它们取的是链外的点，我们做模仿构造。

如下表：
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1 2 1 2

(σ, ρ′) x M u1 u2 · · · · · · uk−1 uk

(σ′, ρ) u1 u2 · · · · · · uk−1 uk

∆ = −(x−M)

设 β = α+ {x,M, u1, u2, . . . , uk}，β′ = α+ {u1, u2, . . . , uk}，讨论：

• 如果 k 为偶数：

– 如果 σ(β) ̸= y，令 σ′(β′) := σ(β)，uk+1 := σ′(β′)，继续。

– 否则进入情况1.1。

• 如果 k 为奇数：

– 如果 ρ(β′) ̸= p0，令 ρ′(β) := ρ(β′)，uk+1 := ρ′(β)，继续。

– 否则进入情况1.2。

情况 1.1. k 为偶数且 σ(β) = y。

此时令 σ′(β′) := p0，然后 G 和 G′ 的剩余点集相同，可以继续做模仿

构造直到游戏结束。

1 2 1 2 1 2 1

(σ, ρ′) x M u1 u2 · · · · · · uk−1 uk y

(σ′, ρ) u1 u2 · · · · · · uk−1 uk p0

∆ = p0 − (x+ y −M)

= (x+ y −M)− (x+ y −M)

= 0

此时 valG′(σ′, ρ)− valG(σ, ρ′) = 0。

情况 1.2. k 为奇数且 ρ(β′) = p0。

此时令 ρ′(β) := y，然后 G 和 G′ 的剩余点集相同，可以继续做模仿构

造直到游戏结束。
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1 2 1 2 2 1 2

(σ, ρ′) x M u1 u2 · · · · · · uk−1 uk y

(σ′, ρ) u1 u2 · · · · · · uk−1 uk p0

∆ = (−p0)− (x− y −M)

= (−x− y +M)− (x− y −M)

= 2M − 2x

此时 valG′(σ′, ρ)− valG(σ, ρ′) = 2AM − 2Ax ≥ 0。

对比情况 1.1 和情况 1.2 可以发现，其本质上就是将 y 和 p0 看做相同

的点，然后做模仿构造，以此产生的差值为 ±(Ap0
− Ay) = ±(Ax − AM )，

而原本的差值就是 AM −Ax，因此不会减到小于 0。

情况 2. i 为奇数且 ρ(α) = p0。

此时令 ρ′(α) := x，然后做模仿构造直到 σ 取到 M 或 ρ 取到 p1 或 G′

被删空（回忆：p1, p2, . . . , pl 指 y 和 p0 后，链上的其它点）。

2 1 2

(σ, ρ′) x u1 u2 · · · uk

(σ′, ρ) p0 u1 u2 · · · uk

∆ = (−p0)− (−x)

设 β = α+ {x, u1, . . . , uk}，β′ = α+ {p0, u1, . . . , uk}。

情况 2.1. k 为偶数且 σ(β) = M。

此时令 ρ′(β+ {M}) := y，然后 G 和 G′ 的剩余点集相同，可以继续做

模仿构造直到游戏结束。

2 1 2 1 2

(σ, ρ′) x u1 · · · uk M y

(σ′, ρ) p0 u1 · · · uk

∆ = (−p0)− (M − x− y)

= (M − x− y)− (M − x− y)

= 0

此时 valG′(σ′, ρ)− valG(σ, ρ′) = 0。
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情况 2.2. G′ 被删空。

此时 G 中一定只剩 M,y 两个点。

如果当前轮到先手操作那么他一定取 M，也就是情况 2.1。下面考虑后
手操作的情况。

此时令 ρ′(β) := M，然后 G 中一定只剩 y 一个点，也就是一定有

σ(β + {M}) = y。

2 1 1 2 1

(σ, ρ′) x u1 · · · uk M y

(σ′, ρ) p0 u1 · · · uk

∆ = (−p0)− (y − x−M)

= 2M − 2y

此时 valG′(σ′, ρ)− valG(σ, ρ′) = 2AM − 2Ay ≥ 0。

情况 2.3. k 为奇数且 ρ(β′) = p1

此时令 ρ′(β) := M。

2 1 1 2

(σ, ρ′) x u1 · · · uk M

(σ′, ρ) p0 u1 · · · uk p1

∆ = (−p0 − p1)− (−x−M)

= 2M − y − p1

然后再做模仿构造直到 σ 取到 y 或 ρ 取到 p2 或 G′ 被删空。

设此时刻之前的 G 的局面为 γ，G′ 的局面为 γ′。

情况 2.3.1. σ 取到 y。

此时令 ρ′(γ + {y}) := p1，然后 G 和 G′ 的剩余点集相同。下表中将模

仿构造的过程简略表示。

2 2 1 2

(σ, ρ′) x · · · M · · · y p1

(σ′, ρ) p0 · · · p1 · · ·

∆ = (−p0)− (y − x−M)

= 2M − 2y
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此时 valG′(σ′, ρ)− valG(σ, ρ′) = 2AM − 2Ay ≥ 0。

情况 2.3.2. G′ 被删空。

此时 G 中一定只剩 y, p1 两个点。

如果当前轮到先手操作那么他一定取 y，也就是情况 2.3.1。下面考虑
后手操作的情况。

此时一定有 ρ′(γ) := y，σ(γ + {y}) = p1。

2 2 2 1

(σ, ρ′) x · · · M · · · y p1

(σ′, ρ) p0 · · · p1 · · ·

∆ = (−p0 − p1)− (p1 − x−M − y)

= 2M − 2p1

此时 valG′(σ′, ρ)− valG(σ, ρ′) = 2AM − 2Ap1
≥ 0。

情况 2.3.3. ρ 取到 p2。

此时令 ρ′(γ) := y。

2 2 2

(σ, ρ′) x · · · M · · · y

(σ′, ρ) p0 · · · p1 · · · p2

∆ = (−p0 − p1 − p2)− (−x−M − y)

= 2M − p1 − p2

注意到这个情况和情况 2.3 的初始局面类似，只不过 ∆ 变为了 2M −
p1 − p2 而非 2M − y − p1。

考虑维护如下状态：设 G 被移除的点集为 S，G′ 被移除的点集为 S′，

那么存在一个 t ≥ 2 满足：

• pt, pt−1 /∈ S。

• S′ \ {p0} = (S \ {x,M, y}) ∪ {pt, pt−1}。

• ∆ = 2M − pt−1 − pt。

如下表，即 S′ 比 S 在链中多取了 pt−1 和 pt：
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2 2 2 2 2 2 2

(σ, ρ′) x · · · M · · · y . . . p1 . . . p2 . . . pt−3 . . . pt−2

(σ′, ρ) p0 · · · p1 · · · p2 . . . p3 . . . p4 . . . pt−1 . . . pt

∆ = (−p0 − pt−1 − pt)− (−x−M − y)

= 2M − pt−1 − pt

然后做模仿构造直到 σ 取到 pt−1 或 ρ 取到 pt+1，或 G′ 被删空。容

易证明，模仿构造不会破坏当前状态，且最后一定会进入这三种情况中的一

种。

如果 ρ 取到 pt+1，就令 ρ′ 取到 pt−1，并维持上述状态。

如果 σ 取到 pt−1，就令 ρ′ 再取 pt，然后 G 和 G′ 的剩余点集相同，如

下表：

2 2 2 2 2 2 2 1 2

(σ, ρ′) x · · · M · · · y . . . p1 . . . p2 . . . pt−3 . . . pt−2 . . . pt−1 pt

(σ′, ρ) p0 · · · p1 · · · p2 . . . p3 . . . p4 . . . pt−1 . . . pt . . .

∆ = (−p0 − pt−1)− (−x−M − y + pt−1)

= 2M − 2pt−1

此时 valG′(σ′, ρ)− valG(σ, ρ′) = 2AM − 2Apt−1
≥ 0。

如果 G′ 被删空，那么 G 中一定只剩 pt−1, pt 两个点。如果当前轮到先

手操作那么他一定取 pt−1，这在前面已经讨论过。如果后手操作，那么一定

有 ρ′ 取 pt−1，然后 σ 取 pt，如下表：

2 2 2 2 2 2 2 2 1

(σ, ρ′) x · · · M · · · y . . . p1 . . . p2 . . . pt−3 . . . pt−2 . . . pt−1 pt

(σ′, ρ) p0 · · · p1 · · · p2 . . . p3 . . . p4 . . . pt−1 . . . pt . . .

∆ = (−p0 − pt)− (−x−M − y + pt)

= 2M − 2pt
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此时 valG′(σ′, ρ)− valG(σ, ρ′) = 2AM − 2Apt
≥ 0。

至此，我们构造了 σ′ 使得 valG′(σ′, ρ) ≥ valG(σ, ρ′)，根据对比构造引
理有 val(G) ≤ val(G′)。

同理可以构造关于后手的策略，来证明 val(G) ≥ val(G′)。

关于后手，这里给出一个其它证明。添加一个点 s 指向原图的所有点，

除了这条链中不为链首的点。设对 G 这样操作得到的图为 H，G′ 得到的图

为 H ′，那么 val(H) = As − val(G)，val(H ′) = As − val(G′)，且这条链在

H,H ′ 中均保留。则 val(H) ≤ val(H ′)，即 val(G) ≥ val(G′)。

综上，val(G) = val(G′)。

3.3.3 劣势移动定理

引理 5. 考虑一条链 {x,M}，满足 AM ≥ Ax。

对两名玩家来说，都存在一个最优策略，使得他只可能在图中只剩恰好

两个点 x,M，也就是必须取 x 时取到 x。

证明. 先证明先手。
应用对比构造引理。设 σ 为 G 的任一先手最优策略，考虑构造一个先

手策略 σ′，满足对比构造引理，并只在必须取 x 时取到 x。

设 ρ 为与 σ′ 对抗的策略，ρ′ 为与 σ 对抗的辅助策略。

不失一般性地假设 σ(ϵ) = x（ϵ 为空序列），此时令 ρ′ 取 M。

1 2

(σ, ρ′) x M

(σ′, ρ)

∆ = −(x−M)

然后做模仿构造，直到上方游戏被删空（即下方游戏只剩 x,M 两个

点），或 ρ 取到 x。

情况 1. 上方游戏被删空。
此时下方一定轮到先手，σ′ 只能取 x，然后 ρ 只能取 M。



三、 解题过程 15

1 2 1 2

(σ, ρ′) x M · · · · · · · · ·
(σ′, ρ) · · · · · · · · · x M

∆ = (x−M)− (x−M)

= 0

此时 valG(σ′, ρ)− valG(σ, ρ′) = 0。

情况 2. ρ 取到 x。

此时令 σ 取 M，然后两个游戏剩余点集相同。

1 2 2 1

(σ, ρ′) x M · · · · · · · · ·
(σ′, ρ) · · · · · · · · · x M

∆ = (M − x)− (x−M)

= 2M − 2x

此时 valG(σ′, ρ)− valG(σ, ρ′) = 2AM − 2Ax ≥ 0。

我们构造出了一个满足给定限制的 σ′，根据对比构造引理，σ′ 是 G 的

先手最优策略。同理，对后手也存在一个这样的最优策略。

定理 6 (劣势移动定理). 考虑一条链 {x,M}，满足 AM ≥ Ax。

设 G′ 为 G 在去掉 x,M 后得到的图，那么 val(G) = val(G′) +

(−1)n(Ax −AM )，其中 n 表示 G 的点数。

证明. 设 σ, ρ 分别为先后手的一个满足引理 5 中条件的最优策略。
对图中所有点 u ̸= x,M，从 u 到 x 连一条边，设这样得到的图为 H。

那么 σ, ρ ∈ valid⋆(H)，根据引理 2，val(G) = val(H)。

在 H 中，x,M 一定是最后取的两个点。可以发现 G′ 也是 H 去掉这

两个点后得到的图，那么显然有 val(H) = val(G′) + (−1)n(Ax −AM )。

所以 val(G) = val(H) = val(G′) + (−1)n(Ax −AM )。
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3.3.4 归并定理

引理 7. 如果存在两条点集不交的链 {x1, x2, . . . , xl1}，{M1,M2, . . . ,Ml2}，
满足 AM1

≥ Axi
（1 ≤ i ≤ l1），AM1

≥ AMj
（1 ≤ j ≤ l2），那么对两个玩家

来说，都存在一个最优策略，满足在 x1 和 M1 同时可操作时，不会选择 x1。

证明. 先证明先手。
应用对比构造引理。设 σ 为 G 的任一先手最优策略，考虑构造一个先

手策略 σ′，满足对比构造引理，并满足：在 x1 和 M1 同时可操作时，不会

选择 x1。

设 ρ 为与 σ′ 对抗的策略，ρ′ 为与 σ 对抗的辅助策略。

不失一般性地假设初始 x1,M1 皆可操作，且 σ(ϵ) = x1，此时令 σ′ 取

到 M1。

1

(σ, ρ′) x1

(σ′, ρ) M1

∆ = M1 − x1

设 S 为上方游戏被移除的点集，S′ 为下方游戏被移除的点集。

维护以下状态：存在 i, j ≥ 1 使得：

• xi ∈ S,Mj ∈ S′。

• S \ {xi} = S′ \ {Mj}。

• ∆ = 2M1 − xi −Mj。

即上方游戏比下方游戏多取了 xi，下方游戏比上方游戏多取了 Mj。

设 T = S \ {xi} = S′ \ {Mj}。
下表展示了需要维护的状态，标出了每个游戏被移除的点集。

(σ, ρ′) · · · (T ∪ {xi})
(σ′, ρ) · · · (T ∪ {Mj})

∆ = 2M1 − xi −Mj

初始时 i = j = 1。
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做模仿构造直到 σ 取到 xi+1 或 Mj，或 ρ 取到 Mj+1 或 xi。容易证明，

模仿构造不会破坏当前状态，且最后一定会进入这四种情况中的一种。

情况 1. σ 取到 xi+1。

此时令 σ′ 取 xi，如下表：

1

(σ, ρ′) · · · (T ∪ {xi}) xi+1

(σ′, ρ) · · · (T ∪ {Mj}) xi

∆ = 2M1 − xi −Mj + xi − xi+1

= 2M1 − xi+1 −Mj

维持了上面维护的状态，继续。

情况 2. σ 取到 Mj。

此时令 σ′ 取 xi，如下表：

1

(σ, ρ′) · · · (T ∪ {xi}) Mj

(σ′, ρ) · · · (T ∪ {Mj}) xi

∆ = 2M1 − xi −Mj + xi −Mj

= 2M1 − 2Mj

两个游戏的剩余点集相同，可以继续做模仿构造直到游戏结束。

有 valG(σ′, ρ)− valG(σ, ρ′) = 2AM1
− 2AMj

≥ 0。

情况 3. ρ 取到 Mj+1。

此时令 ρ′ 取 Mj，如下表：

2

(σ, ρ′) · · · (T ∪ {xi}) Mj

(σ′, ρ) · · · (T ∪ {Mj}) Mj+1

∆ = 2M1 − xi −Mj +Mj −Mj+1

= 2M1 − xi −Mj+1

维持了上面维护的状态，继续。



三、 解题过程 18

情况 4. ρ 取到 xi。

此时令 ρ′ 取 Mj，如下表：

2

(σ, ρ′) · · · (T ∪ {xi}) Mj

(σ′, ρ) · · · (T ∪ {Mj}) xi

∆ = 2M1 − xi −Mj +Mj − xi

= 2M1 − 2xi

两个游戏的剩余点集相同，可以继续做模仿构造直到游戏结束。

有 valG(σ′, ρ)− valG(σ, ρ′) = 2AM1
− 2Axi

≥ 0。

我们构造出了一个满足给定限制的 σ′，根据对比构造引理，σ′ 是 G 的

先手最优策略。同理，对后手也存在一个这样的最优策略。

引理 8. 如果存在两条点集不交的链 {x1, x2, . . . , xl1}，{M1,M2, . . . ,Ml2}
满足引理 7 的条件，且满足如下条件之一：

• x1,M1 初始可操作。

• 存在一个点 u，满足 x1,M1 的入度均为 1，且都来自 u。

那么可以连一条 M1 到 x1 的边，val(G) 不变。

在连边后，如果存在满足上述要求的 u，可以再断掉 u 到 x1 的边，

val(G) 不变。

证明. 根据引理 7，对先后手分别存在最优策略 σ, ρ，满足：在 x1,M1 同时

可操作时，不会选择 x1。

容易证明，只要 x1,M1 都没被移除，那么它们要么同时可操作，要么

同时不可操作。

所以 σ, ρ 都不会在移除 M1 之前移除 x1。

设 G′ 为连一条 M1 到 x1 的边后得到的图，那么 σ, ρ ∈ valid⋆(G′)。

根据引理 2，val(G) = val(G′)。

如果存在满足上述要求的 u，那么在 G′ 中断掉 u 到 x1 的边不会改变

top(G′)，因而 val(G) 不变。
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定理 9 (归并定理). 如果存在两条点集不交的链 {x1, x2, . . . , xl1}，{M1,M2, . . . ,Ml2}
满足引理 8 的条件，且对于所有 1 ≤ i ≤ l1 有 Axi

≥ Axi+1
，对于所有

1 ≤ j < l2 有 AMj
≥ AMj+1

，那么可以将这两条链归并排序为一条从前到

后点权不增的链。

证明. 对 x1 和 M1 应用引理 8，操作后：

• 如果 l2 = 1，那么归并完成。

• 否则，根据 Ax1
和 AM2

的大小关系，可以对 x1 和 M2（或调换顺序）

应用引理 8，以此类推。

容易证明对引理 8 的应用总是满足条件，且最后会将两条链归并排序。

3.4 算法

对于一棵有根树森林 G，边从父亲连向儿子，可以将 G 本身或其中任

意一棵子树替换为一条权值从前到后不增的链。下称这样的链为单调链。

考虑任意一个节点 u，我们想把以 u 为根的子树替换为一条单调链。

首先，递归地将 u 的所有子树替换为单调链。

然后使用归并定理，可以将 u 的所有儿子归并为一条单调链，val(G)

不变。

这样以 u为根的子树本身成为了一条链，设这条链为 u1, u2, . . . , uk。对

所有 2 ≤ i < k 都有 Aui
≥ Aui+1

。

重复以下过程直到 k ≤ 1 或 Au1
≥ Au2

：

• 如果 k ≥ 3，那么使用融合定理将 u1, u2, u3 合并为一个点，点权为

Au1
+Au3

−Au2
，val(G) 不变。

• 否则 k = 2，那么使用劣势移动定理将 u1, u2 删除，设删除后得到的

图为 H，G 的点数为 n，那么 val(G) = val(H) + (−1)n(Au1
−Au2

)。

将 G 中所有有根树替换为单调链后，可以再使用归并定理将所有单调

链归并，val(G) 不变。

时间复杂度：朴素的实现可以做到 O(n2)，使用平衡树等数据结构可以

做到 O(n logn) 或 O(n log2 n)。
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