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1 简要题意

在线维护一个可重集合 S，要求支持以下操作：

• 给出 x，你需要在可重集合中插入一个元素 x。

• 给出 i，你需要在可重集合中删除在第 i 次操作中插入的元素。保证第 i 次插入操作在本次操作时
存在，且在该操作前没有被删除。

记 cS(x) 表示可重集合 S 中元素 x 的出现次数。我们称 x ∈ S 为可重集 S 的绝对众数，当且仅当
2 · cS(x) > |S|。
在每次操作后，你需要：

• 报告可重集合 S 是否存在绝对众数。

• 给出集合 S 的绝对众数。

在每次操作后，你可以向交互库进行以下询问：

1. 给出元素 x, y，交互库返回是否有 x = y。

2. 给出元素 x, y，交互库返回是否有 x ≤ y。

记在每次操作后与回答询问前，所进行的 1 操作（相等判定操作）的次数的最大值为 E，2 操作（比
较操作）的次数的最大值为 C，则最终的得分与参数 E 与 C 的值有关。

2 算法介绍

2.1 算法 1

考虑朴素算法。我们在每次插入一个新的元素时，通过相等判定操作得到其与所有其他元素的相等
关系。这样，我们便可以实时维护出绝对众数的存在性以及绝对众数的值。
该算法的时间复杂度为 Θ(q2)，所需要的总询问次数也为 Θ(q2)。期望通过子任务 1。
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操作类型 E-代价 C-代价 时间复杂度

插入 Θ(|S|)
0 Θ(|S|)

删除 0

合计 Θ(q2) 0 Θ(q2)

表 1: 算法 1

2.2 算法 2

为了方便表述，我们使用以下图例来描述一个状态：

x1 x2 x3 x4 x5

图 1: 描述结构的图例

• 图中的每个顶点 xi 代表一个元素。

• 图中每条绿边（如边 (x1, x2)）代表两端点的元素之间的关系已知，且他们的关系为相等。

• 图中每条红边（如边 (x2, x3)）代表两端点的元素之间的关系已知，且他们的关系为不等。

• 图中每条黑边（如边 (x3, x4)）代表两端点的元素之间的关系已知，且我们不关心他们是否相等。

• 图中每条用虚线表示的边（如边 (x4, x5)）代表我们需要询问这两条边的关系。

我们考虑将所有相等的元素分成若干组，并将每个组之间按照大小关系从小到大组成一条链。这样，
我们可以轻易得知每类元素的出现次数。下图展示了一个可能的局面，其中所有由绿色边构成的联通块
均代表了一类相同的元素。

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

图 2: 一个可能的局面

对于插入操作，我们在链上二分出最后一个小于等于 y 的元素的位置，并通过一次相等判定操作来
更新极长的段即可。而对于删除操作，我们只需要定位到对应的位置，并将相应的元素删除即可。

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 y

图 3: 在当前的结构中插入元素 y
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x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 y

?

≤

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 y

?

≤

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7y
?
=

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7y

图 4: 插入 y 的一组可能的操作过程

容易发现，在上述操作中，我们在插入操作中共使用了 O(logn)次比较操作以及 1次相等判定操作。
而在删除操作中未使用任何操作。如果我们暴力实现上述过程，则每次操作所需的时间复杂度为 Θ(|S|)，
总的时间复杂度为 Θ(q2)，期望通过子任务 2。

操作类型 E-代价 C-代价 时间复杂度

插入 1 Θ(logn)
Θ(|S|)

删除 0 0

合计 Θ(q log q) 0 Θ(q2)

表 2: 算法 2

2.3 算法 3

在上述过程中，我们需要在线支持在任意位置插入一个元素、任意位置删除一个元素，并在该结构
上进行二分。这是一个经典问题，可以通过若干方法解决，例如：

• 维护一棵平衡树，在二分时，我们只需要在平衡树上进行 Θ(log |S|) 次查询第 k 大的操作，总的时
间复杂度为 Θ(log2 |S|)。

• 维护一棵平衡树，对于二分阶段，我们直接在平衡树上完成。总的时间复杂度为 Θ(log |S|)。

对于第一种方法，我们进行询问的次数即为在序列上进行二分查找的次数，可以保证在 ⌊log2 |S|⌋+
O(1) 次比较操作内完成。对于第二种方法，则需要注意在询问部分带来的额外常数。需要注意的是，由
于本题中限制了最劣情况下的操作次数，因此应当选择在最劣情况下树高仍有保证的平衡树来实现。
对于子任务 3（Q ≤ 105），实现上述任意算法（或其他可能的算法）均可通过。
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操作类型 E-代价 C-代价 时间复杂度

插入 1 Θ(logn)
Θ(log |S|) 或 Θ(log2 |S|)

删除 0 0

合计 Θ(q log q) 0 Θ(q log q) 或 Θ(q log2 q)

表 3: 算法 3

2.4 算法 4

对于子任务 1 ∼ 4，我们只需要给出可能的候选解，即可得到 50% 的分数。
注意到在求解绝对众数问题时所使用的经典的博耶-摩尔多数投票算法（Boyer–Moore majority vote

algorithm）[1]。该算法的伪代码如下：

Algorithm 1 博耶-摩尔多数投票算法
1: function Solve(X)
2: n ← |X|
3: v ← null
4: c ← 0

5: for i = 1→ n do
6: if Xi = v then
7: c← c+ 1

8: else if c = 0 then
9: v ← Xi

10: c← 1

11: else
12: c← c− 1

13: end if
14: end for
15: return v

16: end function

该算法的简要流程为：

• 维护一个候选值 v 以及其剩余的出现次数 c。

• 对于一个新的元素，如果它与候选值相同，则将其放入剩余元素中。

• 否则，候选值中的某个元素需要与该元素进行匹配，在匹配完成后，同时删除这两个元素。

• 特别地，若此时候选集合中已不包含任何元素，则该元素成为候选元素。

当绝对众数存在时，上述算法总是能够给出正确的绝对众数，无论序列中元素的分布顺序。我们考
虑在进行插入与删除操作时维护 Boyer-Moore 多数投票算法的结果。
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• 对于插入操作，由于 Boyer-Moore 算法的正确性不依赖插入元素的顺序，因此我们只需要运行上述
算法即可。

• 对于删除操作，我们时刻维护出在算法过程中，每个元素所匹配的元素。在进行删除操作时：

– 若该元素存在与其配对的某个元素，则我们只需要对与其配对的元素运行插入算法。

– 否则，该元素必定属于当前局面下的候选集合，我们直接移除该元素即可。

下图展示了上述流程中的一个局面。

a1

图 5: 插入 a1

a1 a2
?
=

图 6: 插入 a2

a1 a2 b1
?
=

图 7: 插入 b1

a1 a3
?
=

图 8: 插入 a3

a1 a3 a4
?
=

图 9: 插入 a4

a1 a3 a4 c1
?
=

图 10: 插入 c1

a1 a3 b1
?
=

图 11: 删除 a2，等价于插入 b1

a1 a5
?
=

图 12: 插入 a5

a5

图 13: 删除 a1，等价于直接移除

通过实现上述算法，我们即可得出一组候选解。不幸的是，由于我们无法快速检验一组解是否合法，
因此我们只能给出候选解而不能确定众数的存在性。期望可以获得子任务 1 ∼ 4 中 50% 的分数。

操作类型 E-代价 C-代价 时间复杂度

插入
1 0 Θ(1)

删除

合计 1 0 Θ(1)

表 4: 算法 4

值得注意的是，[2] 指出对于静态的绝对众数的存在性，在最坏情况下我们至少需要
⌊
3
2
(n− 1)

⌋
次相

等测试。

2.5 算法 5

对于子任务 5，只包含插入操作。我们考虑以下由 Gudmund Skovbjerg Frandsen 与 Sven Skyum
在 [3] 中提出的 tri-ladder 结构：
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a1 a2 a3 a4 a5

b1 b2 b3 b4 b5 b6

图 14: tri-ladder 结构

对于该结构，我们进行以下定义：

1. 整个结构由两行构成，分别为 (a) 行与 (b) 行。

2. 每个元素属于恰好一行。

3. 我们称两个元素相邻，当且仅当其为在同一行的一组元素 ai, aj（或 bi, bj），且 |i− j| = 1。

4. 我们称两个元素相对，当且仅当其为在不同行的一组元素（不妨记为 ai, bj），且 i = j 或 i = j − 1。

5. 对于任意相邻的两个元素，我们已知他们的相等关系。

6. 对于任意相对的两个元素，我们保证他们不相等。

7. 若在当前局面下不存在绝对众数，则 (a) 行与 (b) 行的长度相差至多 1。

a1 a2 a3 a4 a5

b1 b2 b3 b4 b5 b6

图 15: 一个不存在绝对众数的局面

8. 若在当前局面下存在绝对众数，则较长的一行（必定存在）的全体元素构成了唯一的绝对众数。

a1 a2 a3 a4 a5

b1 b2 b3 b4 b5 b6 b7 b8

图 16: 一个存在绝对众数的局面

注意到，一旦我们可以快速维护该结构，我们便可快速维护出绝对众数及它的值。具体地，我们只需
要进行如下判定：

• 若 (a) 行与 (b) 行长度相同，不存在绝对众数。

• 否则，则绝对众数存在当且仅当较长的一行仅包含一个由相等边构成的联通块。

我们不妨使用链表来维护所有极长的相等连续段。此时，我们便可以快速的支持定位一个连续段的
开头，并在结尾追加或删除若干个元素。
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对于插入操作，如果此时局面已经存在绝对众数（不妨设由 (b) 行元素构成），则我们的策略非常简
单：

a1 a2 a3 a4 a5

b1 b2 b3 b4 b5 b6 b7 b8

x

?
=

图 17: 在一个存在绝对众数的局面中执行插入操作

1. 若 x 与绝对众数相等，则直接将 x 插入绝对众数所在的行中。

a1 a2 a3 a4 a5

b1 b2 b3 b4 b5 b6 b7 b8 x

图 18: x 与绝对众数相等

2. 若 x 与绝对众数不相等，则直接将 x 插入另一行中。随后，需要执行额外的一次相等判定操作，来
得到另一行结尾元素与 x 的相等关系，从而保证 tri-ladder 的结构。

a1 a2 a3 a4 a5

b1 b2 b3 b4 b5 b6 b7 b8

x
?
=

图 19: x 与绝对众数不相等

因此，在绝对众数存在的局面下，我们可以进行至多 2 次相等判定操作来插入一个元素。
当绝对众数不存在时，不妨设此时 (b) 行的长度大于 (a) 行。记 (a) 行的元素为 a1, a2, · · · , an，(b)

行的元素为 b1, b2, · · · , bm，且 m = n+1（对于 m = n 的情形，插入操作是类似的）。对于新加入的元素
x，我们首先询问 x 与 bm 是否相等：

an

x

bm

?
=

图 20: 插入元素 x (1)：询问 x 与 bm 是否相等

1. 若 x ̸= bm，由于 (b) 所在行元素个数大于等于 (a) 所在行元素个数，因此无论绝对众数存在与否，
我们均可将 x 插入 (a) 所在行中。在插入后，为了保证 tri-ladder 的性质，我们需要询问 an 于 x

的关系。
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an x

bm

?
=

图 21: 插入元素 x (2)A：询问 x 与 an 是否相等

2. 否则，我们尝试将 x 置入我们的结构。记 bm 所在的相等连续段的最左端节点的编号为 bl，其左侧
的点为 bo。同时与 bl, bo 相对的点为 al，al 前第一个点为 ao，如下图所示：

ao al A B an x

bo bl C D bm

图 22: 点的标号

(a) 需要注意的是，由于绝对众数不存在，因此我们增加辅助元素不会对我们的结构造成影响。具
体地，在上述顶点中，如果对应的顶点不存在，我们可以建立虚点 O 代替，并定义 ∀x ∈ D 总
是有 x ̸= O。

(b) 若 ao ̸= al，则我们将行 (a) 中的顶点 al · · · an 与行 (b) 中的顶点 bl · · · bm 两两交换，得到下图
所示的结构。容易发现，我们唯一无法确定的即为 ao 与 bl 的关系，因此我们进行额外的一次
询问来确定他们的关系。而我们唯一拆散的结构为 ao 与 al 所在的块，但又由 ao ̸= al，可知
我们没有破坏任何一个原有的块，因此我们仍然可以用链表/并查集来维护每个块开头的信息。

ao al A B an x

bo bl C D bm

ao

al A B an

x

bo

bl C D bm

?
=

图 23: 插入元素 x (2)B(a)

(c) 否则，记 bo 前的元素为 bt，并考虑交换 x与 bo 的位置。由于 ao = al，且 al ̸= bl，而 bl = x，因
此必有 x ≠ ao 且 x ̸= al，满足 tri-ladder 的限制。在操作完成后，我们新增了相邻点对 (bt, x)

与 (an, bo)，因此需要分别进行相等判定操作。
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ao al A B an x

bt bo bl C D bm

ao al A B an bo

bt x bl C D bm
?
=

?
=

图 24: 插入元素 x (2)B(b)

综上，我们可以在最坏进行 3 次相等判定的情况下，支持在此结构中插入一个元素。

操作类型 E-代价 C-代价 时间复杂度

插入 3 0 Θ(1)

删除 / / /
合计 3 0 Θ(q)

表 5: 算法 5

2.6 算法 6

我们考虑扩展算法 5 中的 tri-ladder 结构，使其支持删除操作。
对于绝对众数存在的情形，删除操作是容易的：

1. 若删除的元素 x 非绝对众数，则直接将对应的元素删除，并将后续顶点全都前移一位即可。操作完
后，需要进行额外的一次相等判定操作。

A x B C

D E F G

A B C

D E F G

?
=

图 25: 删除元素 x：x 非绝对众数

2. 若删除的元素为绝对众数，同样可进行上述操作，并需要额外判定此时是否绝对众数仍存在。
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A B C D

E x F G

A B C D

E F G ?

图 26: 删除元素 x：x 为绝对众数

否则，同样地，不失一般性，我们假设删除操作对应 (a) 行中的某一元素 x，并假设其前一个元素为
al，后一个元素为 ar。x 与 al 相对的元素为 bl，x 与 ar 相对的元素为 br。

al x ar B

bl br A

图 27: 删除元素 x：节点的标号

首先，最平凡的策略为，在移除 x 后，将 x 右侧的所有节点向前补一位，即将节点 br 移动至节点
x，节点 ar 移动至节点 br，节点 A 移动至节点 ar⋯⋯。我们注意到，对于相对的元素，只有 bl 与 br 成
为了新的相对的元素，因此我们唯一需要满足的条件即为 bl ̸= br。

而当 bl = br 时，我们有以下朴素策略：同时移除顶点 x 与 br，并重新将 br 插入结构中。为了使得
整个结构仍然可以使用链表快速维护，我们需要按照 al 与 x 是否为某一连续段的非边界点进行分类：

1. 若 al ̸= x 且 bl ̸= br，则我们可以直接移除顶点 x，并进行上述操作。在上述操作后，我们需要更
新 al 与 br 的关系和 bl 与 ar 的关系，进行 2 次相等判定操作：

al x ar B

bl br A

al br A

bl ar B

?
=

?
=

图 28: 删除元素 x：al ̸= x 且 bl ̸= br

2. 若 bl = br，则我们同时移除 x 与 br，并对 br 重新执行插入操作。注意到 bl
?
= A 总是已知，因此

我们只需要额外进行 1 次相等判定操作。
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al x ar B

bl br A

al ar B

bl A

?
=

图 29: 删除元素 x：bl = br

3. 若 al = x，则我们同时移除 x 与 bl，并对 bl 重新执行插入操作。同样注意到 al
?
= ar 总是已知，因

此我们只需要额外进行 1 次相等判定操作。

al x ar B

bl br A

al ar B

br A
?
=

图 30: 删除元素 x：al = x

对于第一种情形，我们需要使用 2 次相等判定操作。对于第二种情形，我们需要 1 次相等判定操作
与 1 次插入操作，因此在最坏情况下删除操作所需 4 次相等判定操作。

操作类型 E-代价 C-代价 时间复杂度

插入 3
0 Θ(1)

删除 4

合计 4 0 Θ(q)

表 6: 算法 6

2.7 算法 7

算法 6 的瓶颈在于，我们使用链表维护了每个相等边所对应的连续段，导致我们不能快速的在任意
位置分裂与合并。事实上，我们可以使用平衡树来维护所有的连续段，来支持快速的定位、分裂与合并。
首先着手于解决插入操作。

1. 对于 x ̸= bm，不需要进行任何处理。
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an x

bm

?
=

图 31: 更优地插入元素 x (2)A：询问 x 与 an 是否相等，无特殊处理

2. 无论何种情况，我们都采取与原本 ao ̸= al 一样的操作，将 al · · · an 与 bl · · · bn 进行两两交换。由
于我们使用平衡树维护所有极长连续段，因此无需担心在中间断开某个连续段的情形。为了实现的
方便，我们可以将 x 提前至该连续段的开头，这样在交换完成后，所有点所相对的点不会改变。

ao al A B an x

bo bl C D bm

ao x bl C D bm

bo al A B an

?
=

图 32: 更优地插入元素 x (2)B

综上，插入操作所需的比较次数被优化至 2 次，同时删除操作所需的比较次数被优化至 3 次。此算
法可完整通过子任务 5，并得到子任务 6 中除最后一档评分规则外的所有分值。

操作类型 E-代价 C-代价 时间复杂度

插入 2
0 Θ(log |S|)

删除 3

合计 3 0 Θ(q log q)

表 7: 算法 7

2.8 算法 8

事实上，我们还可以进一步优化删除操作。我们类比对插入操作的处理：

1. 若 bl = br，记 bl 所在的由相等的边构成的连续段中最左侧的点的编号为 bu，并对应找到与其相对
的且最靠左的顶点 bv，如下图所示。在删除顶点 x 后，只需与插入部分类似，将连续段 bu · · · br 移
动到另一侧，并将结尾空位补齐即可。
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bv C al x ar B

bu D bl br A

br bu D bl A

bv C al ar B

?
=

?
=

图 33: 更优地删除元素 x：bl = br

2. 否则，我们在删除顶点 x 后，直接将在 x 后方的节点向前补齐即可，并需要额外补齐 al 与 br 和
ar 与 bl 的信息，同样进行 2 次相等判定操作即可。

bv C al x ar B

bu D bl br A

bv C al br A

bu D bl ar B

?
=

?
=

图 34: 更优地删除元素 x：bl ̸= br

综上，在使用平衡树快速维护连续段的起点时，由于不需要调整到边界情况，因此只需要 2 次相等
判定，即可完成删除操作。

操作类型 E-代价 C-代价 时间复杂度

插入
2 0 Θ(log |S|)

删除

合计 2 0 Θ(q log q)

表 8: 算法 8

期望可以通过所有子任务，获得满分。
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3 备注

本题的准备过程中，同来自山东省潍坊第一中学的刘一平（集训队）、来自中国人民大学附属中学的
黄洛天、来自北京大学的彭博、来自山东省平邑第一中学的唐绍轩与来自浙江省诸暨市海亮高级中学的
王鸿翼进行了交流。
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