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1 题意简述

给定一个 1 到 n 的排列 p，每次操作可以翻转一个长度为 m 的区间，请你构造一组解

使得最终排列有序。

2 数据范围与评分方式

对于全部的数据，1 ≤ m ≤ n ≤ 1000。对于有解的数据，保证排列 p 在有解的排列集合

中随机生成。

每个测试包附有参数 lim1, lim2, . . . , lim5。设一个测试包的分值为 S，对于该测试包内

的测试点，评分方式如下：

• 若该测试点无解：

◦ 若选手输出有解，得 0 分。

◦ 否则得 S 分。

• 若该测试点有解：

◦ 若选手输出无解或选手的方案不合法，得 0 分。

◦ 否则设选手的方案操作次数为 k，则得分为

S

5
×

5∑
i=1

[k ≤ limi]

该测试包的得分为测试包内每个测试点得分的最小值。

测试包编号 n ≤ m ∈ lim = 分值

1
10

[1, n]

{50, 200, 500, 2000, 10000}

5
2 {120, 300, 1000, 3000, 10000}
3

30
{1000, 30000, 60000, 300000, 1000000}

4 {2500, 50000, 110000, 300000, 1000000}
5

50
{3000, 25000, 150000, 500000, 1000000} 15

6 {6000, 50000, 300000, 700000, 1500000}

5

7
200

{20000, 50000, 200000, 500000, 1000000}
8 {40000, 100000, 300000, 700000, 1500000}
9

1000

[4, 5]
{70000, 150000, 300000, 700000, 1500000}

10 {100000, 200000, 400000, 800000, 1500000}
11

[6, 8]
{50000, 100000, 200000, 500000, 1000000}

12 {60000, 120000, 250000, 500000, 1000000}
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（续表）

测试包编号 n ≤ m ∈ lim = 分值

13

1000

[40, 60]
{10000, 25000, 50000, 200000, 1000000}

5
14 {12000, 30000, 60000, 200000, 1000000}
15

[1, n]
{450000, 700000, 950000, 1250000, 1500000} 15

16 {1000000, 1200000, 1600000, 2200000, 2500000} 5

表 1: 各测试包的附加限制

另外，对于编号为奇数的测试包，保证 m 为奇数；对于编号为偶数的测试包，保证 m

为偶数。

3 解题思路

3.1 m 为偶数的情况

3.1.1 shift 操作

首先我们考虑使用 reverse 操作（翻转）实现 lshift2 操作（循环左移 2 格）

(1, 2, 3, . . . ,m+ 1) ⇒

(1,m+ 1, . . . , 3, 2) ⇒

(3, . . . ,m+ 1, 1, 2)

和 rshift2 操作（循环右移 2 格）

(1, . . . ,m− 1,m,m+ 1) ⇒

(m,m− 1, . . . , 1,m+ 1) ⇒

(m,m+ 1, 1, . . . ,m− 1)

对于 m 是偶数的情况，m+1 是奇数，所以可以通过上述操作，实现对长度为 m+1 区

间的 shift 操作（任意循环移位）。

3.1.2 还原 m+ 1 到 n

接下来考虑从后往前，将每个数归位。假设现在 i+ 1 到 n 已经归位，我们要将 i 归位。

设 i 所在位置为 x，每进行一次以 x 为左端点的 reverse 都会使得 x 变成 x+m− 1。所以若

x +m − 1 ≤ i，我们只要一直执行上述操作即可。然后对区间 [i −m, i] 循环右移 i − x 格，

完成归位。
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该算法可以归位 m+ 1 到 n 的所有数，期望所需次数大约为

n2

4m
+

(n−m)m

2

事实上，在可用空间较大时，我们可以直接采用 reverse 操作进行最终的归位。考虑先
通过一次或两次 reverse 使 x 变为 i−m+ 1（次数由 x 和 i 的奇偶性决定），然后进行一次

reverse 放到 i，完成归位。

该过程在 i > 2m 时一定可行，所以当 n > 2m 时，我们可以将期望次数降为大约

n2

4m
+

5

2
(n− 2m) +

m2

2

3.1.3 可还原的长度下界与 shift3 操作

在上一小节中，我们有了一个将 n 减小至 m 的算法。但是显然我们并不能将 n 直接减

小至 m，这会导致剩下部分无法还原。

我们尝试找到一个下界 n = m+ k，使得 n > m+ k 时可还原的充要条件与 n = m+ k

时的充要条件相同。

注意到在 m mod 4 = 0 时，reverse 操作不会改变逆序对数量的奇偶性。也就是说，在
m mod 4 = 0 时，逆序对数为偶数是排列可还原的必要条件。

对于三个不同的位置 (x0, x1, x2)，如果我们能够找到一种操作方案，使得 xi 位置的值变

为 x(i+1) mod 3 位置的值（即对这三个位置进行循环移位操作），那么只要用这样的操作，就

可以遍历所有与原排列逆序对奇偶性相同的所有排列。我们称这个操作为 shift3 操作。
首先我们考虑构造出对特定位置的 shift3 操作：

(1, 2, . . . ,m− 1,m,m+ 1,m+ 2) ⇒

(m,m+ 1, 1, 2, . . . ,m− 1,m+ 2) ⇒

(m, 2, . . . ,m− 1,m+ 2,m+ 1, 1)

上述过程对 (1,m,m+ 2) 执行了 shift3 操作。
然后我们考虑将 x0, x1, x2 分别移动到 1,m,m+ 2。首先使用两次 shift 操作将 x0, x2 移

动到 1, 2。接下来对现在的 x1 进行分类讨论：

• x1 = m+ 1。直接对左端点为 1 的区间往左 shift 一格即可使得 x1 = m,x2 = m+ 2。

• x1 = m+ 2。

(x0, x2, . . . ,#,#, x1) ⇒

(#,#, x0, x2, . . . , x1) ⇒

(#, . . . , x1,#, x0, x2) ⇒

(x0,#, . . . , x1,#, x2)
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• x1 ≤ m。对左端点为 1 的区间 shift 使得 x1 到 m+1。此时 x0, x2 一定仍然是相邻两

个且 x0 ≥ 2。所以对左端点为 2 的区间 shift 使得 x1 到 m + 2，然后将 x0, x2 移回

1, 2。此时变为了 x1 = m+ 2 的情况。

然后只需要执行一次对 (1,m,m+2) 的 shift3操作，最后把上面为了移动执行的操作还
原即可。

如果我们每次使用 shift3操作还原一个数，最后会剩下两个数。由于逆序对数量为偶数，
最后这两个数一定已经归位。

注意到 shift3 操作只用到了 m+ 2 个数，所以我们可以取 n = m+ 2，一定可以还原。

根据实现，上述算法的期望操作次数大约在 7m 到 9m 左右。

对于 m mod 4 = 2 的情况，只需要在执行上述算法前，将逆序对数量调整成偶数即可。

至此，我们证明了当 m 为偶数，n ≥ m+2 时，排列可以还原当且仅当逆序对数量奇偶

性满足限制。同时，我们有了一个基于 shift3 操作的算法。

3.1.4 对基于 shift3 操作的算法的改进

注意到，在执行 shift3 操作时，主要的操作开销在于将第三个数移动到指定位置。但事
实上，我们每次还原一个数，只需要用到两个位置而非三个位置。换而言之，第三个位置是

任意的。

另外，上一节中对特定位置的 shift3 操作，也可以支持对 (1, 3,m+ 2) 进行 shift3 操作，
还可以花费更多次 reverse 来实现对 (1, 2,m+ 2) 和 (1,m+ 1,m+ 2) 的 shift3 操作。
考虑从前往后依次将每个数归位。假设 1 到 i− 1 已归位，我们现在需要将 i 归位。假

设 i 所在的位置为 x。我们先将 i 移动到 1，然后将 x 移动到 m+ 2。此时已归位的数（即

1 到 i− 1）一定仍然是连续的一段。

当 i ≤ m − 2 时，位置 3 和位置 m 中至少有一个不是已归位的数。当 m − 2 < i ≤ m

时，位置 2 和位置 m + 1 中至少有一个不是已归位的数。所以我们一定可以找到一个合适

的位置来进行特定位置的 shift3 操作。
最后将一开始的两次为移动执行的 shift 操作还原即可。
该算法在最坏情况下的操作次数约为 3m2，期望操作次数约为 2m2。

3.1.5 更优秀的算法

上述算法的主要开销在于还原，即将已归位的数放回原来的位置。事实上，我们只要保

证已归位的数始终是连续的一段即可。

考虑将已归位的数放在序列的末尾。假设现在需要将 i 放到这些数的后面。设当前 i 所

在位置为 x，我们对 x 分类讨论：
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• x = 1。将左端点为 2 的区间左移一格，然后将左端点为 1 的区间左移一格。此时 i

已经被接在已归位的数的后面，再对左端点为 2 的区间右移一格即可。

• x > 1。对左端点为 2 的区间 shift 使得 x 到 m+ 2。此时已归位的数仍然连续，对左

端点为 1 的区间进行 shift 将这些数放在 i 的前面即可。

事实上，对于 x = 1 的情况，若除 i 以外未归位的数超过两个，后面两次 shift 操作均
可以改为移位两格，次数可以从 3m 降至 m+ 4。

所以我们只要把 3到 m+2 的数依次使用上述算法归位，由于保证了逆序对奇偶性，剩

下的 1 和 2 也一定已经归位。

该算法在最坏情况下的操作次数为 (m− 1)(m+4)+ 3m = m2 +6m− 4。忽略最后可能

出现的 x = 1，期望操作次数约为 m(m+ 1) + 3 lnm。最后有 1
3
的概率出现 x = 1，此时操

作次数需要加 2m。

3.1.6 总结

总结一下，当 m 为偶数时，根据 n 的值分类讨论：

• n = m。只能执行对整个序列的 reverse 操作。
• n = m+ 1。首先执行至多一次 reverse 操作，然后只能使用 shift 操作。
• n ≥ m+ 2。我们先将 m+ 3 到 n 的数归位，然后对前 m+ 2 个数使用上一节的算法

归位，次数大约为

n2

4m
+

5

2
max(n− 2m, 0) +

m · min(n−m,m)

2
+m2 + 3m+ 3 lnm

该算法可以通过所有 m 为偶数的测试包。

3.2 m 为奇数的情况

m 为奇数时，相比偶数的情况，最大的区别在于，一个数所在位置的奇偶性始终不会改

变。所以接下来我们只考虑所有奇数位置是奇数、偶数位置是偶数的排列。

我们仍然可以用 3.1.1 中的方法构造 shift 操作，但是要求循环移位的长度为偶数。
虽然 shift 操作的长度有限制，由于有位置与数的奇偶性限制，我们仍然可以用与 3.1.2

同样的方法还原 m+ 1 到 n。

3.2.1 n = m+ 2

我们可以将一个排列表示成

(
p1 p3 p5 . . .

p2 p4 . . .

)
的形式。
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一次 reverse 操作对下半部分的影响是一次长度为 ⌊m
2
⌋ 或 ⌊m

2
⌋ + 1 的 reverse。这意味

着下半部分能变成的排列一定可以通过至多一次 reverse，然后进行任意长度的 shift 操作得
到。

通过对 m mod 8 的所有可能分类讨论，我们发现，若 m > 3，且下半部分保持不变，则

上半部分的逆序对数量奇偶性也保持不变。这意味着当 n = m + 2 且 m > 3 时，排列可以

还原的充要条件为同时满足：

• 下半部分可以还原（即至多一次 reverse 操作和任意长度的 shift 操作）。
• 用任意操作还原下半部分后，上半部分的逆序对数量为偶数。

现在的问题在于如何还原上半部分。

仍然考虑 3.1.3 中的 shift3 操作，该操作在 m 为奇数时仍可行。所以我们只需要用与

3.1.4 几乎相同的算法还原上半部分即可。

3.2.2 可还原的长度下界

类似 m 为偶数的情况，我们仍然考虑找到一个下界 n = m + k，使得 n > m + k 时可

还原的充要条件与 n = m+ k 时的充要条件相同。

在 m mod 8 = 1 时，上下两部分的逆序对数量奇偶性均不会改变；在 m mod 8 = 5 时，

整个排列的逆序对数量奇偶性不会改变。

在 n = m+ 2 时我们已经有了对上半部分的 shift3 操作，同样地，在 n = m+ 3 时，我

们可以对下半部分进行 shift3 操作。这两个操作是独立的，即不会对另一部分产生影响。
所以我们仍然可以使用类似的方法，在一开始将上下两部分的逆序对数量均调整成偶

数，然后分别使用 shift3 操作还原上下两部分即可。
至此，我们证明了当 m 为奇数，n ≥ m+3 时，排列可以还原当且仅当上下两部分的逆

序对数量奇偶性满足对应限制。

3.2.3 基于 shift3 操作的算法流程

事实上，我们可以先使用 3.1.5 中的算法，在不考虑上半部分的情况下，还原下半部分。
综上所述，我们有了一个较为优秀的算法，大致流程如下：

1. 特殊处理 n = m、n = m+ 1 以及 m = 3 的情况。

2. 还原 m+ 4 到 n。

3. 根据 n = m+ 2 还是 n ≥ m+ 3 选取不同的算法还原下半部分。

4. 使用基于 shift3 的算法还原上半部分。

但是这个算法仍然不够优秀。
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3.2.4 建立绑定关系

如果我们能对所有 2i− 1 和 2i 建立绑定关系（即使得 2i− 1 和 2i 始终相邻），那么我

们就可以直接使用 3.1.5 中的算法还原整个排列。
考虑将已建立绑定关系的数放在序列的末尾（不包括 m + 2 及以后的部分），每次将

p2 − 1 和 p2 建立绑定关系。我们首先找到 p2 − 1 所在的位置 x，分类讨论：

• x = m+ 2。此时只要将以 2 为左端点的区间往左 shift 两格即可。
• 否则，我们先将以 1 为左端点的区间往左 shift 直到 x = 1，然后将以 2 为左端点的

区间往右 shift 相等的步数使 p2 复原。此时 p2 − 1 与 p2 已经相邻，我们只要再将以

1 为左端点的区间往左 shift 两格，将这一对数放到序列末尾即可。

该算法执行过程中，上半部分和下半部分的逆序对数奇偶性的变化相同，所以只需要保

证上半部分和下半部分的逆序对数奇偶性相同即可。

另外，该算法同时适用于 n = m+ 2 和 n = m+ 3。

该算法可能会改变上下两部分的逆序对数奇偶性，但这只取决于 m，所以只需要在执行

该算法前根据需要对原排列进行调整即可。

事实上，若实现优秀，当 n = m+ 3 时，尽管该算法和建立绑定关系后使用 3.1.5 中的
算法均会改变上下两部分的逆序对数奇偶性，但两个算法的影响恰好互相抵消，所以我们只

需要一开始将上下两部分的逆序对数均调整成偶数即可。设 z = m−1
2
，两个算法总的期望操

作次数约为

8
z∑

i=1

1

i

i−1∑
x=0

min(x, z + 1− x) ≈
(
3

4
− ln 2

2

)
m2 ≈ 0.403m2

3.2.5 总结

当 m 为奇数时，算法大致流程如下：

1. 判断每个位置上的数是否与该位置奇偶性相同。
2. 特殊处理 n = m、n = m+ 1 以及 m = 3 的情况。

3. 还原 m+ 4 到 n。

4. 根据 n 是否等于 m + 2 以及上下两部分的逆序对数奇偶性，判断是否有解并对原排

列进行一定的调整。

5. 建立绑定关系。
6. 使用 3.1.5 中的算法还原整个排列。

在 n ≥ m+ 3 时，该算法的期望操作次数约为

n2

4m
+

m · min(n−m,m)

2
+ 0.403m2

该算法可以通过所有 m 为奇数的测试包。
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4 参考资料

无。
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