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1 试题

1.1 题目描述

小 L 和小 J 去夹娃娃。街上一共有 n 家娃娃店，第 i 家娃娃店有 ai 台娃娃机。一台娃娃
机里只有一种娃娃，所有娃娃机里的娃娃都互不相同。在开始夹娃娃之前，小 L 和小 J 已经预
估了每一台娃娃机的难度，对于第 i 家店里的第 j 台娃娃机，需要花恰好 bij 元夹到一个娃娃，
并且一共只有 cij 个娃娃。
小 L 和小 J 一共去了 q 次。第 i 次去的时候，一共带了 mi 块钱。小 J 突然很喜欢某些娃

娃店，想要在这些店里各花至少 ki 块钱。小 L 想知道一共有多少种夹娃娃的方式（不一定要
把钱全部花完），对 p 取模，其中 p 为 998244353 或 109 + 7。

两种方式不同当且仅当至少一种娃娃在两个方式中被夹到的数量不同。询问之间相互独立，
即每次去夹娃娃时数量都会恢复初始状态。

1.2 输入格式

第一行三个整数 n, q, p 表示娃娃店数量，询问次数和模数。
接下来 n 行，每行第一个整数 ai，然后 ai 对整数 bij 和 cij 描述每台娃娃机。
接下来 q 行，每行一个 01 串和两个整数 mi, ki，串的第 j 个字符为 1 表示小 L 突然很喜

欢第 j 家娃娃店。

1.3 输出格式

一共 q 行，每行一个整数表示答案对 p 取模的结果。

1.4 样例输入 1

4 6 998244353
1 2 1
2 3 4 5 6
2 2 2 1 3
2 9 9 13 14
0101 12 1
1010 4 1
1111 100 10
0000 5 500
0110 10 2
0101 200 40

1.5 样例输出 1
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1
3
0
22
40
1950

1.6 数据范围

对于所有数据，1 ≤ n ≤ 15，1 ≤ mi, ki, ai, bij , cij ≤ 520，1 ≤ q ≤ 52099。

子任务 n ≤ p = 特殊限制 分值

1 2

998244353

无
3

2 4 13
3 8 14
4

15

ai = 1 10
5 m ≤ 250 25
6

无
15

7 109 + 7 20

1.7 时空限制

时间限制：3s
空间限制：1GB

2 题目大意 & 初步分析

记号约定：以下的 m 均指 520，mi 为题目给定的钱数。S 为小 J 喜欢的商店表示的二进
制数。M 表示点值表示法的长度。

2.1 题目大意

给出 n 组多重背包，q 次询问舍弃掉其中一部分背包的前 ki 个位置后进行卷积的结果在
mi 处的前缀和。
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2.2 初步分析

除了子任务 4，需要对于每个娃娃店预处理出多重背包。
令当前背包 Ai 表示花恰好 i 块钱的方案数。加入一组价格为 b，数量为 c 的物品时，令

A′
i 表示新的背包，则 A′

i = Ai + Ai−b + Ai−b∗2 + · · · + Ai−b∗c。使用模 b 意义下的前缀和即可
O(m) 计算出 A′。实现时只需正反两次循环，无需使用辅助数组。
对于 p = 998244353 的子任务，直接卷积可以做到 O(m logmnq) 的复杂度，无法获得分

数。

3 基于折半的做法

注意到我们只需要求结果在 mi 处的前缀和，而无需知道结果背包的每一位，可以省去一
次卷积。

3.1 算法一：n ≤ 2

对于两个背包的卷积，可以对第一个背包做前缀和后枚举第二个背包的下标，以 O(m) 的
复杂度求出结果在 mi 处的前缀和。期望得分 3 分。

3.2 算法二：n ≤ 8

考虑折半，对于左右两边的娃娃店，分别预处理出每一种情况 (S, k) 对应的背包。
令 fi,j,k,l 表示前 i 位的 S 为 j，至少花的钱数为 k 时的背包。直接进行递推，预处理半边

的复杂度为 O(2
n
2 +1m×m logm)，由于常数很大，期望得分 16 分。

对于子任务 3，考虑卷积时压缩位数。令 ppc = popcount(S) 为小 J 喜欢的商店数量，则
对于 k × ppc > m 的询问，答案显然为 0；否则，可以以 m− k × ppc 为位数进行卷积。使用
该性质剪枝后可以通过子任务 3，期望得分 30 分。

4 基于生成函数的做法

对于子任务 4，询问中第 i 家娃娃店的背包的形式幂级数形如
xAi − xBi

1− xCi
，并且分母不变。

4.1 算法三：

考虑预处理分母的积
∏
i

1

1− xCi
，询问时求出分子的积然后使用算法一快速求出答案。直

接将 n 个式子每次以 O(m) 的复杂度乘起来，总复杂度为 O(qnm)，有可能通过子任务 4。
优化：暴力求出前 10 个分子一共产生的 210 个单项式，再对最后 5 个分子 O(m) 乘，可

以通过子任务 4，期望得分 10 分。（实际上并没有写这个部分分）

前 4 个子任务思路较为常规，一共可以获得 40 分。
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5 基于点值表示法的做法

根据前面的观察，我们即无法预处理折半后的背包，又无法承受每次询问做一次卷积的复
杂度。这启发我们思考卷积的核心思想：将两个背包放在点值表示法下线性完成乘法。

5.1 算法四：p = 998244353

我们发现，如果我们能够求出结果背包 DFT 后的点值表示法，同样可以线性求出答案。

[1]
IDFT 的作用相当于乘以图中矩阵的逆，等于 ω 的逆的范德蒙得矩阵乘上 M 的逆，只需

要预处理出矩阵系数并对每行做前缀和，即可算出点值表示法下每一位对答案的贡献。
先考虑容斥。枚举 S 的子集 T，强制 T 以内的娃娃店花钱均 < k，乘上容斥系数 (−1)|T |，

加起来得到答案。令 gS,k,l 表示只考虑 S 内部的娃娃店花钱均 < k 时的背包，结合 k×ppc ≤ m

的性质，这些背包的长度均不超过m，我们可以只存储它们的点值表示法，并且将两个背包卷积
的复杂度从 O(m logm)降为 O(M)。这部分预处理的复杂度为 O(2nmM)，可以将 k×ppc > m

的部分舍弃减小复杂度，具体为 M
n∑

c=1

(
n
c

)
m
c
。

另外，求出只考虑 S 内部的集合且没有额外限制时的背包 fS,l，同样在点值表示法下存储。
这部分预处理的复杂度为 O(2nm logm)。
结合 f 与 g，我们可以得到每个被容斥的子集 T 的背包。由于询问量太大，不能枚举子集，

所以这部分需要用高维前缀和预处理。于是，我们得到了一个 O(n2nmM) 的做法来预处理出
所有情况的点值表示法。
接下来，考虑分块。令块长为 L，块数为 B，为了保证点值表示法不溢出，需要将 M 开到

最大可能出现的位数。所有被容斥的位置的次数为 (k− 1)× ppc，没有被容斥的次数为 B×m，
所以总共的位数为

B ×m+ (k − 1)× ppc+ 1 ≤ B × (m+ 1)

总复杂度为 O(B ∗ (L2LmM + qM))，其中左式带小常数。取 L = 5, B = 3,M = 1024 即
可轻松通过子任务 5。
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子任务 6可能需要注意一些常数。取M = 4096时，有大量空闲的位数，但是取M = 2048

又会刚好不够。实际上只有当 k× ppc 非常接近 m 时才会出现位数不够用的情况，这时我们以
m− k × ppc 为长度跑 n 次卷积即可。
期望得分 80 分。

5.2 算法五：p = 109 + 7

实际上，我们不一定要用原根处的点值表示法，可以改为存储 0, 1, · · · ,M − 1 处的点值，
并且复杂度瓶颈不在于卷积。求答案时，仍然是一个线性变换，其系数可以使用拉格朗日插值
O(M2) 或 O(Mm) 预处理。

取 L = 5, B = 3,M = 2080，期望得分 100 分。

接下来是卡常环节。首先，对所有询问按 k 离线以减小空间复杂度。求答案时需要计算 M

次四个数乘积的和，使用 __uint128_t 存储答案，每隔 28 = 256 位取一次模。同样的，在
进行暴力卷积等计算时也可以使用该优化。在老爷机上跑了 1.2s，预计不特意优化也可以通过
（但是如果询问时不优化取模次数似乎不能过）。

代码中，为了让编译器预处理取模优化，可以使用 template<int mod> 来让编译器自动
优化而无需复制一份代码使用不同的模数 [2]。当然，也可以自己实现 [3]。
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