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「多控制反转」解题报告  
出题人：张致(ioi2023_016)

题目大意  
给定三个正整数 ，其中 。有  个 01 变量 ，初值未知。
对于一个  的子集  和一个 ，假如 ，那么可以进行一次操作，令 

，其中  是异或运算，  是逻辑与运算，这样的操作记为 ，假如 ，
那么也称该操作为  控制反转操作。现在你只能使用  控制反转操作、  控制反转操作和  控制反转操
作，要求你构造一个长度不超过  的操作序列，使得依次执行完序列里的操作后与执行操作 

 等价。

注意：显然我们不可能用所有  种初始情况都对你构造的操作序列进行检查，在真实测试中，对于每
个测试点，我们会选取一部分可能的初始情况进行检查，设这些情况构成的集合为 ，你只需要保证你
构造的操作序列在  内的所有情况满足条件即可。

数据范围  

特殊限制A： ，保证 。

对于所有数据，保证 。

题解  
注意到在操作  中，  这些元素并没有参与操作，而且多控制
反转操作是可逆的，那么我们可以用它们来辅助运算，称它们为辅助 bit。特别的，如果辅助 bit  初始
一定是 ，那么称其为 clean bit，否则称其为 dirty bit。（注意，下文中的 clean bit 和 dirty bit 一定是
辅助 bit，辅助 bit 是相对于操作定义的，  是  的辅助 bit 当且仅当 。）
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情况一：保证有 ，特殊限制 A  

考虑在这种情况下，  都是 clean bit，那么我们可以执行操作 ，
那么此时 ，再执行操作 ，那么 ，类似地进行 

 次后， ，再进行操作 ，那么此时已经成功使得 
，知道多控制反转是可逆的，那么把  变回  就行了。

情况二：保证  

此时，  是 dirty bit，但我们仍然可以用它们辅助运算。

更一般地，我们想要实现 ，  是辅助 bit。

假如  里全是 clean bit，由上一种情况，可以等价于：

。

当  中为 dirty bit 时：

注意到无论  初始为什么值，都有  等价于 。且 
 也与  等价。（可以枚举所有初始情况验证）

稍微扩展以下，有  等价于 。

注意到两个相邻的操作如果涉及的元素不交，那么这两个操作执行的先后顺序可以调换，且如果两个相
邻的操作相同，那么可以把它们删去。

那么：

继续进行类似的展开和化简后，可以知道  等价于：

。

至此，我们就可以在  次操作内，利用  个 dirty bit，实现任意  控制反转操作。利用 dirty bit 
是很好的，因为一个变量能作为辅助 bit 辅助运算，只需要它在我们要实现的多控制反转操作中没有出
现，而且一个 dirty bit 辅助运算后它本身的值并没有改变。
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情况三： ，  

现在辅助 bit 只剩一个了，利用上一个情况里我们有的一个结论：

 等价于 ，其中  是 dirty bit。

扩展一下，对于 ，以及 dirty bit ，那么：

 等价于 。

那么我们发现，利用一个 dirty bit，我们把一个  控制反转操作，拆成了  个  控制反转操作，  个 
 控制反转操作。在进行  控制反转操作时，  里的元素都是 dirty bit；进行  控

制反转操作时，  里的元素都是 dirty bit，所以进行这些操作时都有辅助 bit。那么令  为利用一个
辅助 bit 时，  控制反转操作需要多少个  控制反转操作实现，那么有 

，那么有 。

情况四：  

考虑把上两种情况结合起来，上一种情况拆解  控制反转操作时，拆成了  个  控制反转操作，  个 
 控制反转操作。在进行  控制反转操作时，  里的元素都是 dirty bit；进行  控

制反转操作时，  里的元素都是 dirty bit。不难使得 ，那么进行 
 控制反转操作时，至少有  个 dirty bit，进行  控制反转操作时，至少有  个 

dirty bit，都可以应用情况二的解法解决。

总操作数为 ，实现精细可能可以获得更小的常数。

参考资料  
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