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题意



题意

对于正整数 α, 考虑下述长为 αn 的序列 a:

• 对于每个 k = 1, . . . , n, 序列 a 中出现了恰好 α 个 k.
• 对于 i < j 满足 ai = aj, 那么对任意 i < k < j, 有 ak ≥ ai.

我们称满足上述要求的序列是一个 n 阶的 α-排列. 现在输入一
个 n0 阶 α-排列 P. 又给定 n, m, 请你计算有多少 n 阶 α-排列包
含子序列 P, 并且满足:

• 总共有 m 个下标 i 满足 ai > ai+1.

只需计算出这样的序列总数对 998244353 取模的结果.
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算法 1 — 人口普查

不难注意到, 对于输入的序列 P, 我们只关心它具有多少个下标
满足 ai > ai+1, 记为 m0.

考虑将所有值为 n 的数插到序列中, 根据要求, 它们此时必须是
相邻的, 分类讨论所插入的位置是否对 m 有所贡献, 得到递推式

Fn,m = (α(n − 1) + 1 − m)Fn−1,m−1 + (m + 1)Fn−1,m.

初始条件是 Fn0,m0 = 1.

预计得分 10%.
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算法 2 — 经典 Eulerian 数

α = 1, n0 = 1 的情况就是经典的 Eulerian 数问题, 有 114514 种
推法, 这里给出比较简短有趣的一种.

考虑 n 个实数的均匀分布 (a1, a2, · · · , an) ∈ (0, 1)n, 根据对称性,
ai 的大小关系服从排列 pi 是等概率的. 也就是说我们转而考虑
ai < ai+1 的位置有 k 个的概率.

试想象序列 {an} 是序列 {bn} 前缀和对 1 取模的结果, 其中 b
也是 (0, 1) 上独立均匀随机生成.
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算法 2 — 经典 Eulerian 数

那么, ai > ai+1 的数量就可以通过 ∑ bn 取整的值刻画. 我们希望
求 ∑ bn ∈ [m, m + 1] 的概率.

这是一个高维空间中几何体的体积 (测度). 可以先假设没有 < 1
的限制, 那么总共的测度是 (n−k)n

n! . 进行容斥, 假设有
j(j ≤ n − k) 个数强制 ≥ 1, 那么这一部分的测度是 (n−k−j)n

n! .

进行一下整理, 第 n 行的 Eulerian 数的生成函数是

(1 − x)n+1

(
∞

∑
k=0

(k + 1)nxk

)
.

这给出 O(n) 计算的方法, 预计得分 10%.

进一步能得到二元生成函数

A(x, t) =
(1 − t)ex(1−t)

1 − tex(1−t)
.
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算法 3

对于 α = 1 的情况, 可以从组合入手.

我们现在有 m0 个 >, 那么接下来插入的 n − n0 个数插在已有的
n0 + 1 个空隙中. 每个空隙的贡献都是欧拉数加上原有的贡献,
除了最靠右的空隙要单独讨论.

通过二元生成函数来做可以直接计算出来.

化简后得到的形式是

(1 − x)n+1

(
∞

∑
k=0

(k + 1)n−n0

(
k − m0 + n0

n0

)
xk

)
.

可以 O(n) 提取一项系数, 加上上个子任务预计得分 40%.
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这个形式看起来具有美丽的结构.

(1 − x)n+1

(
∞

∑
k=0

(k + 1)n−n0

(
k − m0 + n0

n0

)
xk

)
.

考虑我们最开始用来打暴力的递推系统, 在 α = 1 的情况下是

En,m = (n − m)En−1,m−1 + (m + 1)En−1,m.

如果我们填下了第 n0 行, 如何计算出递推得到的 n 行? 根据前
述答案的线性性, 我们应该这么做:

En+1

(1 − x)n+1 =

(
d

dx
x
)n−n0

(
En0(x)

(1 − x)n0+1

)
.
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令 Gn(x) = xFn(x)/(1 − x)αn+1 时, 我们将第 n 行到第 n + 1 行
的递推进行了变换

Fn(x) Fn+1(x)

Gn(x) Gn+1(x)

Tn

x
(1−x)α−1

d
dx

注意下面的变换是和 n 无关的.
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算法 4

先将 F 转换到 G 下进行计算, 然后还原回 F.

当 α = 2 (一般地, α 为小常数) 的时候, 变换写为

Gn =
x

1 − x
G′

n−1,

注意对应到数组上的递推式是

Gn,m = mGn−1,m + Gn,m−1

考虑转置 (对列建生成函数), 发现有

GT
m =

cmxn0 + GT
m−1

1 − mx
,

其中 cm 是修正项, 用于计算递推起点的影响.
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算法 4 — 转置原理

这是转置原理的典型应用, 我们可以得到一个算法在 O(n log2 n)
时间内进行递推.

不过对本题而言, 由于我们只询问一个数, 做法的常数会小一点.
答案只关乎 GT

m 的一个线性组合在 n 次项的系数, 我们只想求

∑
k

bkGT
k = ∑

l≤r

clbr

(1 − lx) · · · (1 − rx)
.

时间复杂度 O(n log2 n), 预计得分 30%.
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算法 5 — 基的变换

比较
En = xE′

n−1, Gn =
x

(1 − x)α−1 G′
n−1.

我们不喜欢后者, 但喜欢前者, 因为前者的变换做 k 次, 只需要个
快速幂.

让后者变成前者.

直接设 Gn = Hn ◦ y(x), 我们希望 Hn(y) = yH′
n−1(y).

方程会回应我们的希望, y 只需要是

x
(1 − x)α−1 y′

的解.

11



算法 5 — 基的变换

比较
En = xE′

n−1, Gn =
x

(1 − x)α−1 G′
n−1.

我们不喜欢后者, 但喜欢前者, 因为前者的变换做 k 次, 只需要个
快速幂.

让后者变成前者.

直接设 Gn = Hn ◦ y(x), 我们希望 Hn(y) = yH′
n−1(y).

方程会回应我们的希望, y 只需要是

x
(1 − x)α−1 y′

的解.

11



算法 5 — 基的变换

比较
En = xE′

n−1, Gn =
x

(1 − x)α−1 G′
n−1.

我们不喜欢后者, 但喜欢前者, 因为前者的变换做 k 次, 只需要个
快速幂.

让后者变成前者.

直接设 Gn = Hn ◦ y(x), 我们希望 Hn(y) = yH′
n−1(y).

方程会回应我们的希望, y 只需要是

x
(1 − x)α−1 y′

的解.

11



算法 5 — 基的变换

比较
En = xE′

n−1, Gn =
x

(1 − x)α−1 G′
n−1.

我们不喜欢后者, 但喜欢前者, 因为前者的变换做 k 次, 只需要个
快速幂.

让后者变成前者.

直接设 Gn = Hn ◦ y(x), 我们希望 Hn(y) = yH′
n−1(y).

方程会回应我们的希望, y 只需要是

x
(1 − x)α−1 y′

的解.

11



算法 5 — 基的变换

y 的复合逆是好求的 (但常数上是大头), 因此我们可以容易地算
出 Hn0(y) 的关于 y 的系数. 然后算出 Hn(y), 然后 Lagrange 反
演公式计算 Fn(x) 的某一项的系数.

时间复杂度 O(n log n) (虽然比前面的 O(n log2 n) 还慢). 预计
得分 100%.
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谢谢大家!
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