
测试点编号

题目大意  
称一个序列  是避免 120 模式的，当且仅当不存在  使得 

。

给定质数 。  次询问，每次给定 ，求有多少个长度为  的、值域在  内的整数序列  是避
免 120 模式的，结果对  取模。

数据范围  
对于全部数据，满足 ， ， ， 。

解题过程  
算法一  
考虑从前往后逐位确定序列 。当考虑到第  位时，一方面，为了避免存在  使得 

 形成 120 模式，会要求 ，其中 ；另一方面，在确定了 
 后，为了同时考虑到  的变化，需要知道  中小于  的最大数是多少，并将  对它

取 。

于是可以设计 DP 状态 ，其中  的含义同上一段中所述，而  记录了 。转移时枚
举  的值即可。

于是该算法的复杂度为 ，可以通过  的数据。

算法二  
进一步优化算法一。考虑优化转移时的复杂度，先枚举 ，求出  中小于  的最大的数 ，
那么转移到 。对于  的情况，可以对  在  这一维做前缀和，然后统一转

移到 ；对于  的情况，由于 （这里规定初始  不是空集而是 ），而 
，所以一定有 。这样就能把转移的复杂度降至 。

算法的时间复杂度降至 ，可以通过  的数据。
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注意到  中我们并不需要记录  的数：因为  的用处只有每次 “找到  中小于  的最大数  是多
少，并将  对它取 ”。同时，舍弃掉  中  的数后，可以发现  就是  的最小值：因为  变成
某个数  的前提条件是  中存在这个数。于是  也无需记录了。

算法的时间复杂度降至 ，可以通过  的数据。

算法三  
采用从前往后逐位确定  的思路，问题本身的复杂性致使 DP 时无法避免地要记录指数级的状态。这启
示我们从整体的角度入手。

考察该序列的所有严格前缀最大值，如图：

红点分别代表的是  所有的严格前缀最大值 ，记 。

那么可以看出，序列  是避免 120 的，当且仅当，对于任意 ，相邻两个红点  之间的
红框部分，即连续子序列 ，值域在  内，且是避免 120 模式的。

于是序列  事实上有一个类似递归的结构，据此我们可以设计  表示长度为  的、值域在  内
的、避免 120 模式的整数序列个数。枚举最后一个矩形的长和宽，可以得到转移式：

加号前代表的是若最后一个矩形不是第一个矩形，那么此时矩形的高 （因为是严格前缀最大
值）；加号后代表的是若最后一个矩形是唯一的矩形，那么此时矩形的高  即可。

初始状态为： 。

该算法的时间复杂度为 ，可以通过  的数据。

算法四  
由于  是否是避免 120 模式的只与  各个元素之间的相对大小关系有关，所以当  固定时，答案  
应该是关于  的  次多项式。

具体来说，设  表示长度为  的、避免 120 模式的本质不同的整数序列  的个数，使得  中不同元
素个数为 。这里两个序列  本质不同指的是，存在  使得 ，即 

 离散化后的序列不同。那么有：
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即为那  个本质不同的元素选出它们分别是  中的哪个整数。

于是可以看到，  是关于  的  次多项式。那么当  很大时，只需算出 ，再使用拉

格朗日插值  求出  即可。

结合算法二，可以通过  的数据。结合算法三，时间复杂度为 ，可以通过 
 的数据。

算法五  
观察算法三中分析的  的递归结构，或者  的转移式，容易发现可以使用二元生成函数来解决这个问
题。

设  为  的二元生成函数，那么有：

解得：

在合适的固定模数下，可以使用二元生成函数的运算加速，和算法四结合，算法的时间复杂度为 
。
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