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《没有创意的题目名称》解题报告

宁波市镇海中学施开成

题目来源

本题想法来源于 IMO2022预选题 A8，有所改编。

题目大意

给定一个正整数 n和一个长度为 n+ 1的序列 lim0, lim1, lim2, . . . , limn，求长度为 n+ 1的

整数序列 f0, f1, f2, . . . , fn 的方案数，使得以下条件成立：

-对于所有 0 ≤ i ≤ n，有 0 ≤ fi ≤ limi。

-对于任意 0 ≤ m ≤ n满足，对于所有 0 ≤ i ≤ m，有 f fi+ fm−i = fm。（当 i > n时， fi = −1）

答案对 998244353取模。

数据范围

对于 100%的数据，有 1 ≤ n ≤ 2000, 0 ≤ limi ≤ n。

共 20个测试点，各个测试点的数据范围如下：
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测试点编号 n ≤ 其他约束

1 1 无

2 5 无

3 15 无

4 30 无

5 50 无

6 70 无

7 100 无

8 200 无

9 100 lim0 = 0

10 500 lim0 = 0

11 2000 lim0 = 0

12 2000 lim0 = 0且 limi ≤ 5

13 2000 limi ≤ 5

14 2000 limi ≤ 20

15 ∼ 16 2000 limi = i

17 ∼ 20 2000 无

解题过程

本题不需要运用高级算法，主要考察选手的观察和思维能力。由于第二个条件和 ∀i+ j ≤
n, f fi+ f j = fi+ j 是等价的，因此之后可能会使用这一形式的条件。

算法一

爆搜，暴力枚举 f 序列的每一位并判断可行性，复杂度 O
(
(n + 1)n+1 poly(n)

)
。可以通过

测试点 1, 2，期望得分 10。

算法二

在爆搜时，假如我们已经搜索出了 fi 和 f j 的值，若 i + j ≤ n，则令 m = i + j后会得到

等式 f fi+ f j = fm。我们可以用并查集维护这样的等式，从而优化搜索过程。可以通过测试点

1 ∼ 4，期望得分 20。
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算法三

注意到题目给出的限制条件其实很强，我们可以考虑从中挖掘一些性质。

令记号 i ≡ j表示 fi = f j，则根据题目给出的条件，有对于 ∀i + j ≤ n, fi + f j ≡ i + j，显

然该记号是一种等价关系。因此，若 i1 ≡ i2, j1 ≡ j2, i1 + j1 ≤ n, i2 + j2 ≤ n，则有 i1 + j1 ≡
fi1 + f j1 ≡ fi2 + f j2 ≡ i2 + j2。

因此，对于 i, j ≤ n − 1，有 fi = f j ⇒ fi+1 = f j+1。这意味着，当 f 中有两个元素相同时，

就会形成循环节（可能不完整）。形式化地，我们有以下结论：

存在正整数 q, k，满足 k ≤ q， f0, f1, . . . , fq−1 互不相同，且对于 q ≤ i ≤ n有 fi = fi−k。

可以利用这一性质，分别枚举循环节和循环节前内容，从而优化枚举时间。可以通过

测试点 12, 13, 15, 16，如果推导出其他剪枝手段则可能通过测试点 5, 6, 7, 8, 9, 14，期望得分

40 ∼ 70。

算法四

我们考虑推出更多性质。为了方便，我们把“对于所有 0 ≤ i ≤ n，有 0 ≤ fi ≤ limi”称

作条件一，把“对于任意 0 ≤ i, j ≤ n且 i + j ≤ n，有 fi + f j ≤ n”称作条件二，把“对于任

意 0 ≤ i, j ≤ n且 i + j ≤ n，有 f fi+ f j = fi+ j”称作条件三。可以证明这三个条件与题目中的条

件等价。

假如 f0, f1, . . . , fn 两两不同，则 i ≡ j可以推出 i = j，因此 fi + f j = i + j，则有唯一解

fi = i。

在存在相同元素的前提下，令 p表示最小的满足 ∃q, p < q ≤ n, fp = fq 的数，q表示最

小的满足 fq = fp的数。则根据算法三中的结论， fp ∼ fq−1构成 fp ∼ fn的最小循环节，循环

节长度 k = q − p，且 f0, f1, . . . , fq−1 互不相同。

分类讨论，先考虑 f0 = 0的情形。

则有 f fi+ f0 = fi+0，即 fi ≡ i。如果 i满足 0 < i < p，则不存在 j , i使得 fi = f j，这意味

着可以从 fi ≡ i得出 fi = i。这样我们就得到了对于 0 ≤ i < p，都有 fi = i。而对于 p ≤ i < q，

fi ≡ i意味着 fi ≥ i且 k | ( fi − i)。此时，对于所有的 0 ≤ i ≤ n，都有 i ≡ fi (mod k)。

可以发现，在此基础上，只要条件二成立，则条件三必然成立（证明：当 i + j < p时，

f fi+ f j = fi+ j；当 i + j ≥ p时， f fi+ f j = f(i+t1k)+( j+t2k) = fi+ j）。因此我们考虑条件二带来的限制。

进一步分类讨论，当 q − 1 ≤ ⌊ n
2 ⌋时，对于任意 p ≤ i < q有 fi + fi ≤ n，即 fi ≤ ⌊ n

2 ⌋。这
也意味着对于任意 0 ≤ i ≤ n，有 fi ≤ ⌊ n

2 ⌋，显然条件二成立。
当 q− 1 > ⌊ n

2 ⌋时，对于 p ≤ i ≤ ⌊ n
2 ⌋，有和上文一样的 fi ≤ ⌊ n

2 ⌋，而 i+ k ≥ q > ⌊ n
2 ⌋，因此必

然有 fi = i。这也意味着对于所有的 0 ≤ i ≤ ⌊ n
2 ⌋，都有 fi = i。对于 ⌊ n

2 ⌋ < i < q，有 fi+ fn−i ≤ n，

而 fn−i = n − i，因此 fi ≤ i，则必然有 fi = i。与上一个结论合并，可得 ∀0 ≤ i < q, fi = i。

综上所述，当 f0 = 0时，可以枚举 p, q，有 ∀i < p, fi = i。当 q−1 ≤ ⌊ n
2 ⌋时，对于 p ≤ i < q，

有 fi = i + tk且 fi ≤ ⌊ n
2 ⌋；当 q − 1 > ⌊ n

2 ⌋时，对于 p ≤ i < q，有 fi = i。
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可以证明上述限制可以推出条件二和条件三。加上条件一后，可以先枚举 k = q− p，然

后枚举 p，方案数即为 p ∼ q − 1位置的 fi 填法的乘积。相当于求出一段数的连乘，预处理

逆元后，可以 O(n2)计算。

接着考虑 f0 > 0的情形。

由条件三可得 f f0+ f0 = f0，即 f2 f0 = f0。由于 f0 > 0，因此 2 f0 , 0，这意味着存在 i > 0

使得 fi = f0，所以循环节从 0开始，即 p = 0, q = k。

f2 f0 = f0 意味着 k | 2 f0，考虑再次分类讨论。当 k | f0 时，有 f0 ≥ k。而条件二要求

f0 + f0 ≤ n，因此 k ≤ ⌊ n
2 ⌋。与之前类似，条件二使得对于 0 ≤ i < k，有 fi + fi ≤ n，故所有

0 ≤ i ≤ n都有 fi ≤ ⌊ n
2 ⌋。可以证明，条件三等价于 fi ≡ i (mod k)。因此，这一部分可以通

过先枚举 k，然后把 f0, f1, . . . , fk−1的方案数相乘来计算总方案数，方法与之前类似，复杂度

O(n2)。

当 k ∤ f0 时，k | 2 f0 意味着 2 | k 且 k
2 | f0，因此 f0 ≡ k

2 (mod k)。考虑条件三，有

f f0+ fi = f0+i，即 f0 + fi ≡ i，故 f0 + fi ≡ i (mod k)，所以 fi ≡ i+ k
2 (mod k)。代入 i = k

2 − 1，有

f k
2−1 ≡ k − 1 (mod k)，因此 f k

2−1 ≥ k − 1。考虑条件二，有 f k
2−1 + f k

2−1 ≤ n，因此 2(k − 1) ≤ n，

即 k − 1 ≤ ⌊ n
2 ⌋。根据条件二，对于 0 ≤ i < k，都有 fi + fi ≤ n，即 fi ≤ ⌊ n

2 ⌋，因此所有 0 ≤ i ≤ n

都有 fi ≤ ⌊ n
2 ⌋。因此，这一部分与之前相同，也可以先枚举 k再把 f0, f1, . . . , fk−1 的方案数相

乘来计算总方案数，复杂度 O(n2)。

分类讨论结束，总复杂度 O(n2)，期望得分 100。
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