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引言

本题原本为我给为我们联考 NOI 模拟赛投的 T3，结果最后被胡伟栋老师毙了，故我将本
题放到互测来作为备用题。

本题最初做法是 O(n2)左右的，后来周康阳同学将本题复杂度优化到了 O(n
√
n)甚至优化

到了 O(n logn)，非常感谢他的帮助！
本题正解也饶有趣味，希望大家会喜欢！

题目大意

共有 n 个元素，标号 1 ∼ n，每个元素 j 有两个正整数权值 aj , bj。

你要确定一个 [1, n] ∩ N 的子集 S，从而最大化

(
n∑

k=1

ak[k ∈ S])(
n∑

k=1

bk[k /∈ S])

保证每个 aj , bj 分别在 [1, A] ∩ N, [1, B] ∩ N 内独立均匀随机生成。
现在给定 n,A,B 和每个元素的两个权值 (aj , bj)，请求出这个最大的答案。



数据范围

时间限制：2s。
空间限制：1GB。
本题每个测试点内部有 T 组测试数据。

对于所有的数据，保证 10 ≤ n ≤ 3000，104 ≤ A,B ≤ 1012，1 ≤ T ≤ 50。

具体的测试点分布可以见下表，各测试点等分。

测试点编号 n A B 测试点编号 n A B

1 ∼ 2 = 10 = 104 = 104 55 ∼ 56 = 500 = 105 = 1012

3 ∼ 4 = 10 = 109 = 109 57 ∼ 58 = 500 = 109 = 109

5 ∼ 6 = 10 = 1012 = 1012 59 ∼ 60 = 500 = 1012 = 1012

7 ∼ 8 = 20 = 104 = 104 61 ∼ 62 = 800 = 105 = 1012

9 ∼ 10 = 20 = 109 = 109 63 ∼ 64 = 800 = 109 = 109

11 ∼ 12 = 20 = 1012 = 1012 65 ∼ 66 = 800 = 1012 = 1012

13 ∼ 14 = 30 = 104 = 104 67 ∼ 68 = 1000 = 105 = 1012

15 ∼ 16 = 30 = 109 = 109 69 ∼ 70 = 1000 = 109 = 109

17 ∼ 18 = 30 = 1012 = 1012 71 ∼ 72 = 1000 = 1012 = 1012

19 ∼ 20 = 40 = 104 = 104 73 ∼ 74 = 1500 = 105 = 1012

21 ∼ 22 = 40 = 109 = 109 75 ∼ 76 = 1500 = 109 = 109

23 ∼ 24 = 40 = 1012 = 1012 77 ∼ 78 = 1500 = 1012 = 1012

25 ∼ 26 = 50 = 104 = 104 79 ∼ 80 = 2000 = 105 = 1012

27 ∼ 28 = 50 = 104 = 109 81 ∼ 82 = 2000 = 109 = 109

29 ∼ 30 = 50 = 109 = 109 83 ∼ 84 = 2000 = 1012 = 1012

31 ∼ 32 = 50 = 1012 = 1012 85 ∼ 86 = 2500 = 104 = 109

33 ∼ 34 = 100 = 104 = 104 87 ∼ 88 = 2500 = 105 = 1012

35 ∼ 36 = 100 = 105 = 105 89 ∼ 90 = 2500 = 109 = 109

37 ∼ 38 = 100 = 105 = 109 91 ∼ 92 = 2500 = 1012 = 1012

39 ∼ 40 = 100 = 109 = 109 93 ∼ 94 = 3000 = 104 = 109

41 ∼ 42 = 100 = 1012 = 1012 95 ∼ 96 = 3000 = 105 = 1012

43 ∼ 44 = 200 = 105 = 1012 97 ∼ 98 = 3000 = 109 = 109

45 ∼ 46 = 200 = 109 = 109 99 ∼ 100 = 3000 = 1012 = 1012

47 ∼ 48 = 200 = 1012 = 1012

49 ∼ 50 = 300 = 105 = 1012

51 ∼ 52 = 300 = 109 = 109

53 ∼ 54 = 300 = 1012 = 1012

实际互测时由于数据资源限制，这些测试点被分批绑成了若干个包。
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解题过程

本题由于数据随机比较玄学，分布很古怪，只能打表说明复杂度了。

O(n3) 算法

考虑到，每一种选法都对应一个 (
∑

A,
∑

B)对，我们发现如果有两个对构成严格偏序，被

偏序的那一个肯定对答案不做贡献。

因此我们对 n 增量，每次用单调队列维护出当前最优 (
∑

A,
∑

B) 对。

打个表容易发现单调队列中的元素个数是 O(n2) 级别的，每次插入一个元素只用归并，复

杂度 O(n3)。

仔细观察一下打表所得数据，容易猜测元素个数是 O(n2−ε) 的，这样复杂度即为 O(n3−ε)

了。

O(n2) 算法

考虑沿用上面的做法，但是我们注意到仍然有点对是没用的。

如果 (a1, b1) 比 (a2, b2) 在之后选择 (x, y) 时的方案更优，那么我们就有

(a1 + x)(b1 + y) ≥ (a2 + x)(b2 + y)

也即

a1b1 + a1y + b1x ≥ a2b2 + a2y + b2x

假设 (a1, b1) 在所有情况下都不如 (a2, b2) 或 (a3, b3)，则有

∃(x, y, z)′ ≥ 0 ∧ (x, y, z)′ ̸= 0,
[
a1b1 − a2b2 a1 − a2 b1 − b2

a1b1 − a3b3 a1 − a3 b1 − b3

]
(x, y, z)′ ≤ 0

我们在单调队列维护的同时判断一下是否和上下两个元素同时满足该式即可。

具体的判断方式类似于斜率优化的过程，但是要对三维两两之间各判一次。

最后会形成一个类似于凸壳的结构。

打个表容易发现单调队列中的元素个数是 O(n) 级别的，增量 O(n) 轮，总复杂度即为

O(n2)。

O(n
√
n) 算法

注意到答案选择的集合期望只有 n/2个元素，然后误差大概率不会超过 2
√
n。设 T = 200，

假设考虑了前 p 项，我们在状态中记录下当前状态中的 |S|，仅保留 |2|S| − p| ≤ T 的部分，就

可以了。实际取 T = 150 即可通过。

正确率分析可以直接套数轴上随机游走回归原点的证明，类似于 THUPC2021 中出现的混
乱邪恶一题。使用 dp 也可以算出答案错误的概率是极低的。
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打个表容易发现单调队列中的元素个数是 O(
√
n) 级别的，增量 O(n) 轮，总复杂度即为

O(n
√
n)。实际上这样就可以通过本题了。

O(n logn) 算法

我们考虑不采用增量法，而采用分治法，每次维护出左右两侧的凸壳，暴力求出其合并起

来的每组结果，维护出单调队列，然后使用上一个做法的结论只保留一部分集合。

这样暴力合并的复杂度即为 O(
√
n ×

√
n) = O(n)，由主定理可得，复杂度即为 T (n) =

2T (n/2) +O(n) = O(n logn)。
朴素实现是 O(n log2 n) 的（合并的时候要排序），需要通过 O(

√
n) 次二路归并并同时维

护单调栈，复杂度即为 O(n logn)。
实际上这个做法的常数未必比上一个优秀。

其它做法

以下列举几种做法。

• 直接枚举所有情况然后判断是否合法即可 O∗(2n)。

• 直接背包即可 O(n2v)。

• 把其中一维除以 106，然后背包。最后找到最优解可能在哪些位置，回推一下方

案即可。可以预见有效的状态期望不会很多。

• 推广上一种做法，可以对所除的数从 1012 开始倍减来逐步缩小状态，最后爆搜。

• O(n3) 算法没有写增量，而是写成了分治，退化成 O(n4) 或者 O(n4 logn)。

• 凸壳只保留中间 300 个点。这个也是能过的，复杂度也是 O(n
√
n)。

• 调整法 / 模拟退火。复杂度未知，正确率未知。

• 等等。
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代码实现

对于维护凸壳时判断是否合法部分，周康阳同学给出的代码实现是这样的：

1 #define i128 __int128
2 array < i128, 3 > make(pair < ll, ll > z) {
3 array < i128, 3 > F;
4 F[0] = (i128)z.first * z.second;
5 F[1] = z.first;
6 F[2] = z.second;
7 return F;
8 }
9 bool DD(pair < ll, ll > L, pair < ll, ll > M, pair < ll, ll > R) {

10 array < i128, 3 > a[3] = {make(L), make(M), make(R)};
11 L(i, 0, 2) if(a[1][i] > a[0][i] && a[1][i] > a[2][i]) return false;
12 double l = 0, r = 1;
13 L(i, 0, 2) {
14 if(a[1][i] <= a[0][i] && a[1][i] <= a[2][i]) continue;
15 i128 x = a[1][i] − a[0][i];
16 i128 y = a[1][i] − a[2][i];
17 if(x > 0) {
18 y = −y;
19 r = min(r, 1. * y / (x + y));
20 } else {
21 x = −x;
22 l = max(l, 1. * y / (x + y));
23 }
24 }
25 return r − l >= 1e−9;
26 }

由于 __int128 和 double 运算常数实在太大，所以要做出一些小常数优化才可以通过本
题；直接按上述方法实现有概率被卡常。

参考资料

感谢周康阳同学对本题更优做法的提供。
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