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《童话》  

题目大意  

模拟以下程序，答案对  取模。

3s/2048MB。

数据范围与约定  

对于  的数据，保证 。

特殊性质 A：保证  的  数量不超过 。

特殊性质 B：保证 。

特殊性质 C：保证对于所有 ，都满足 。

特殊性质 D：保证对于所有 ，都满足 。

read(n),read(a);

for(int i=0;i<=n;i++)read(f[i]);

for(int t=1;t<=n;t++){

    for(int i=1;i<=n;i++)f[i]=f[i]+a*f[i-1];

    ans[t]=f[t];

}
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解题过程  

子任务 1  

把题面里的代码加个头文件交上去，  分到手！

子任务 2  

对于 ，考虑位置  对  的贡献：我们可以将向后移动的  步分给  个时刻，而贡献乘上的系数
显然为 ，于是：

对有值的位置求和即可。

子任务 3  

即求 ，这是经典的上指标求和，可以在预处理阶乘及其逆元后  计算。

子任务 4  

即求 ，其显然可以被  线性组合得
到（视  为常数），而上面三式均可使用吸收公式后上指标求和计算（也能使用组合意义直接得到结果）。

子任务 5  

即求 ，我们可以使用递推：

递推时需要特殊处理  的情况，复杂度 。

子任务 6,7  

容易将  的影响消除，将  除以  并令第  项答案乘上  即可。

记  为第  次操作后第  个位置的值，那么问题可以被刻画为二维平面的格路计数——  表示任选一个
第  排的起点 ，进行任意下步和右步（第  排不能进行右步），到达  的方案数乘上  之和，我
们即求 。

记  表示第  行的  列上面的值，  表示第  列的第  行上面的值。

考虑使用分治求解，我们设计函数 solve(l,r,F,G)，表示已知 ，需通过 

 计算出 。

取  中点 ，尝试计算第  行，第  列的所有值。具体地，我们先使用 
 计算出 ，再用  

计算出 ，类似地使用  计算出 。于

是我们不仅计算出了 ，还得到了递归 solve(mid+1,r,U,V)  所需的 
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，可以直接递归求解剩余部分。

由于转移系数均为组合数，可以表示为卷积形式，使用 NTT 优化卷积即可做到  的时间复杂
度。

精细实现可以通过子任务 8。

子任务 8,9,10  

定理（扩展拉格朗日反演）：

证明可见参考资料《信息学竞赛中的生成函数计算理论框架》3.2.3 Lagrange 反演部分。

回到原问题，我们所求的即 ，注意到它与扩展拉格朗日反演右式形式类似，我们尝试式子化

成类似的形式：

其中 ，且  与  互为复合逆，满足 。

解得 （仅保留常数项为  的解），于是我们只需处理任意多项式右复合  这一问
题。

子任务 4 是为了做到这一步后不会的选手设计的，此时的  每一项系数均为 ，可以暴力计算出  后做多
项式快速幂（不过后来得到了更简单的做法）。

我们将复合拆解成右复合 ，右复合 ，右复合  三步。第一步容易线性处理，第二步需
要进行一次多项式平移（可以使用 NTT 加速卷积做到 ），重点在复合 ，我们对于奇

数次数与偶数次数系数分开处理：

对于偶数项，我们可以先右复合 （将  上的系数平移到 ），再右复合 （同样是多项式平

移，卷积即可）。

对于奇数项，使用牛顿二项式定理：

仍然可以卷积处理。

于是本题仅需三次多项式卷积，复杂度 ，常数较小。

参考资料  

李白天：《信息学竞赛中的生成函数计算理论框架》（2021 年集训队论文）
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