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1 题目描述

1.1 简要题意

对于由正整数构成的可重集合 A，将其所有元素按照任意顺序排列得到序列 a1, a2, · · · , an，
并通过 {an} 构造长为 n+ 1 的序列 b0, b1, · · · , bn 满足 bi =

⌊∑i
j=1 aj

10

⌋
。

记 f(A) = max
{an}=A

|{bn}|，其中对可重集合 S 定义 |S| 表示 S 中不同的数的个数。即将 A

重排为 {an}，求 {bn} 中不同数的个数的最大值。
给定可重集合 A，对其所有本质不同的子集 B 求 f(B) 之和对 998244353 取模后的值。

此处两个可重集本质不同当且仅当存在一种元素，其在两个集合中出现次数不同。

1.2 数据范围

本题评测开启子任务捆绑。

子任务编号 n ≤ 特殊性质 子任务分数

1 20 无 4

2 40 无 12

3 2000 ai ≤ 11 16

4 2000 ai ̸= 1 12

5 100 无 12

6 300 无 8

7 600 无 12

8 2000 无 24

对于所有测试数据保证，1 ≤ n ≤ 2000, 1 ≤ ai ≤ 12。
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2 解题思路

2.1 n ≤ 40

对问题进行搜索，对所有 f(B) 进行记忆化，时间复杂度 Õ(3n/3)。

根据不同实现可以获得 4 ∼ 16 分。

2.2 ai ≤ 11

为表述方便，记 c1, · · · , c12 为 A 中 1, · · · , 12 分别的出现次数。
记 F (c) = f(A)− 1，考虑如何求 F (c)。

将问题看作最大化前缀和进位次数，易得 S :=
⌊∑

ai

10

⌋
是答案的上界。

我们期望 1 · · ·S 中作为前缀和除以 10 下取整被取到的数的个数尽量多，则我们希望避免

出现前缀和的十位的增量 > 1 的情况，即避免在前缀和的个位数为 9 时将 11 作为 a 中的下

一个数。

不妨考虑这样一个逐位确定 a 的贪心策略 π：

• 若前缀和个位不为 9，且 11 尚未用完，将 11 作为 a 的下一个数。

• 否则，任选一个不是 11 的数作为 a 的下一个数。若仅剩 11，则结束过程。

若过程结束后 11 用完了，则答案取到了 S。否则，该策略构造出的序列 a 的每个位置上

的前缀和都进了位，故答案取到了另一个上界 n。

故当 ai ≤ 11 时，有

F (c) = min(S, n).

进一步地，该策略也可以应用在特殊性质 ai ̸= 1，即上式同时对 ai ̸= 1 的子任务成立。

记 h(m, s) 为，有多少个本质不同的 A 的子集，其元素个数为 m，其元素和为 s。h 可以

通过简单递推在 O(n2) 的时间复杂度内求得，答案即为
∑

m,s h(m, s)min(
⌊

s
10

⌋
,m)。

结合 n ≤ 40 的算法，可以获得 44 分。

2.3 正解

当 1 ∈ A 时，我们无法保证 a 中的每个 1 一定能使对应位置的前缀和进位。例如 A =

{1, 12, 12, 12, 12, 12}，此时答案并不能卡到集合大小上界 n。

考虑找到一个更紧的、关于能够进位的数的个数的上界。

若 A 中仅存在偶数和 1，所有 1 必须两两配对才能完成进位，此时能够进位的数的个数

的上界为 n−
⌈
c1
2

⌉
。
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由 1 能进位当且仅当此前前缀和个位数是 9，并且仅有奇数能改变前缀和奇偶性，我们可

以将 1 和其它奇数两两配对，使得仅有 max(c1 − (c3 + c5 + c7 + c9 + c11), 0) 个 1 无法进位，

而这些 1 必须两两配对来完成进位。

考虑如下的逐位构造方案策略：

1. 若前缀和个位 < 8，且 12 尚未用完，将 12 作为 a 的下一个数。

• 若 12 已用完，使用策略 π 完成剩下的部分。

2. 若前缀和个位是 8：

(a) 任选 [2, 10] 内的偶数作为 a 的下一个数。

(b) 否则将 11 作为 a 的下一个数。

(c) 否则任选 > 1 的奇数作为 a 的下一个数。

(d) 否则将 1 作为 a 的下一个数。

3. 若前缀和个位是 9：

(a) 若 1 尚未用完，将 1 作为 a 的下一个数。

(b) 否则任选 [3, 9] 内的奇数作为 a 的下一个数。

(c) 否则将 11 作为 a 的下一个数。

现在我们分析 F (c) 在什么情况下无法取到原本的上界。可以发现 F (c) < min(S, n) 当且
仅当上述策略执行到了 2.(d)，这是一个仅剩偶数和 1 的子问题。由上面的叙述，n′ −

⌈
c′i
2

⌉
是

该子问题的能够进位的数的个数的上界，于是我们可以推出：

F (c) = min(S, n−
⌈

max(c1 − (c3 + c5 + c7 + c9 + c11), 0)

2

⌉
).

现在考虑如何计算答案。

定义 h0(m, s) 表示本质不同的仅包含偶数的 A 的子集个数，且其元素个数为 m，元素和

为 s。

定义 h−1(m, s) 表示本质不同的仅包含大于 1 的奇数的 A 的子集个数，且其元素个数为

m，元素和为 s。

此处 h0 和 h−1 的计算类似上文中的 h，可以 O(n2)。

记 1 的出现次数为 d1，最终答案为∑
d1,m0,s0,m−1,s−1

h0(m0, s0)h−1(m−1, s−1)min(
⌊
s0 + s−1 + d1

10

⌋
,m0+m−1+d1−

⌈
max(d1 −m−1, 0)

2

⌉
)
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我们首先合并 1 与 h−1。定义 h′(m′, s′) 为本质不同的仅包含奇数的 A 的子集个数，要求

满足其仅包含奇数，其元素个数减去“多余的 1”个数除以 2 之后为 m′，元素和为 s′。那么

其计算方法为，对每个 m−1, s−1, d1 都进行

h′(m−1 + d1 −
⌈

max(d1 −m−1, 0)

2

⌉
, s−1 + d1)← h−1(m−1, s−1).

h′(m′, s′) 的计算，可以讨论 d1 和 m−1 的大小和奇偶性之后通过差分在 O(n2) 的时间内

求得。于是原问题转化为计算∑
m′,s′,m0,s0

h′(m′, s′)h0(m0, s0)min(
⌊
s′ + s0
10

⌋
,m′ +m0).

对 (m′, s′) 和 (m0, s0) 都有 (
⌊

s
10

⌋
−m, s mod 10) 相同的项对答案的贡献是类似的，这些

项由于第二维 ≤ 9 于是只有 O(n) 个，暴力枚举计算即可 O(n2)，可以通过此题。

3 总结与展望

本题主要考察选手通过观察性质推导出 f(A) 的简单形式并结合动态规划等算法解决问题

的能力。

出题人还思考了 n > 10000 与 ai ≤ 13 两种拓展方向，但未得到复杂度较优的做法，欢迎

有兴趣的同学与我交流。
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