
《积性函数》解题报告  
题⽬⼤意  

题⾯描述  

给定正整数  和⻓为  的数列 ，判断是否存在积性函数  同时满⾜：

 的定义域和陪域均为正整数集。
 在其定义域上⾮严格单调递增。

。

输⼊格式  

本题有多组测试数据。

第⼀⾏两个正整数 ，分别表⽰数据组数和当前测试点所在的测试包编号。特别地，样例中 
。

接下来依次输⼊每组测试数据，对于每组测试数据：

第⼀⾏两个正整数 ，意义如题。

第⼆⾏  个⾮负整数，第  个表⽰ ，意义如题。

请注意，本题部分测试点读⼊量较⼤，故下发了附加⽂件中的 fastread.cpp  作为快速读⼊模板。

使⽤时只需将模板粘贴⾄代码中，调⽤ read()  会从标准输⼊流中读⼊⼀个整数并返回，切勿将其与其它
输⼊⽅式混⽤。保证标准算法的读⼊部分使⽤此模板实现。

若你仍然不理解如何使⽤此模板，可以查看选⼿⽬录下的 sample.cpp，其中给出了⼀种⽰例实现，补全此
代码即可。

输出格式  

对于每组测试数据输出⼀⾏，若存在合法的  则输出 YES，否则输出 NO。

请注意需全部使⽤半⻆英⽂⼤写字⺟。

样例⼀  

样例⼀输⼊  
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样例⼀输出  

样例⼀解释  

本测试点包含三组测试数据。

对于第⼀组测试数据，取 ，可以验证  是⾮严格单调递增的积性函数，符合题意。同时 
 符合要求。

对于第⼆组测试数据，可以证明不存在合法的 。⽐如，若 ，

则可以得到 ，故 ，于是 
，这构成了⽭盾。

对于第三组测试数据，同样可以证明不存在合法的 。⽐如，若 
，则可以证明 

，⽽ ，⽭

盾。

限于篇幅，⽆法于题⾯中对后两组测试数据中  的不存在性给出完整证明。

数据规模与约定  

对于  的数据， 。

保证每个数据点中的 。

本题使⽤捆绑测试，且评测时会按照各测试包特殊限制的逻辑关系绑定依赖。

各测试包的分值和特殊限制如下：

测试包 1：  分， ， 。

测试包 2：  分， ， 。

测试包 3：  分， ，保证 ，且每个  在  内独⽴地均匀随机⽣成。同时
保证该测试包内恰有  个测试点。
测试包 4：  分，保证如果存在合法的 ，则存在合法  为严格单调递增的完全积性函数，
且 ，且 ，  是质数。
测试包 5：  分，保证如果存在合法的 ，则存在合法  为严格单调递增的完全积性函数，
且 ，且 ，  是质数。
测试包 6：  分，保证如果存在合法的 ，则存在合法  为严格单调递增的完全积性函数，且 

，  是质数。
测试包 7：  分，保证如果存在合法的 ，则存在合法  为严格单调递增的完全积性函数，且 

，  是质数。
测试包 8：  分，保证如果存在合法的 ，则存在合法  严格单调递增，且 ，

 是质数。
测试包 9：  分， ， ，  是质数。
测试包 10：  分， ，  是奇数。
测试包 11：  分， 。

测试包 12：  分， 。

测试包 13：  分，⽆特殊限制。
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时空限制  

时间限制：2 秒。

空间限制：1 GiB。

解题过程  

部分分  

对于⼦任务⼀，由于  是积性函数，因此必然有 ，这与题⾯的  ⽭盾，因此输出 NO  

即可。

对于⼦任务⼆，考虑取 ，容易验证  符合条件，因此输出 YES  即可。

对于⼦任务三，可以猜测在随机情况下极⼤概率不合法，⽽且由于只有三个测试点，因此⼤概率此测试包

中每组测试数据的答案都是 NO，实测直接输出 NO  可以通过本测试包。（这⾥的概率极⼩在推理出之后的

关键结论后是显然的）

对于⼦任务四，考虑模拟推理过程，由  向后推理延伸⼀段较⻓的距离判断⼀下。当然也可能有其它
不同的算法可以通过此测试包。

关键结论⼀  

考虑本题中的⼀个部分分：保证  是完全积性函数。随便举⼀些例⼦，我们猜想：

 是⾮严格单调的完全积性函数当且仅当存在 ，使 。

这么猜想是因为完全积性函数的限制实在太紧了，稍微偏离⼀点都会导出⽭盾。

考虑证明，充分性是显然的。⾄于必要性，对  设 ，证明所有  相等。

由于  是完全积性的，所以证明变得⼗分容易。

具体地，若有 ，不妨设 （易证 ，故若  可以取某个
⽐  ⼤的  的幂）。

我们考虑：

由有理数的稠密性可以找到 。

取 ，可知 ，⽽ 
，得到⽭盾，证毕。

关键结论⼆  

事实上我们还可以证明：

若  是⾮严格单调的积性函数，则  是完全积性函数。

先证明⼀个引理：对任意质数 ，有：

其中  表⽰两数互质，  表⽰  的下确界，如 。
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由于  不降，所以下确界  ⾄少为 。⽽另⼀⽅⾯取⼀个不等于  的质数 ，对任意正整数 ，取 
，可得：

即 ，这意味着 。由此 。

考虑证明原命题，只需证 。考虑取任意 ，都有：

这意味着 ，由刚才的引理可知 。

⽤  可以类似地证明另⼀个⽅向，综合起来可以得到最初的结论。

证毕。

事实上，这在数学上称为 Erdos 积性函数定理，本⽂中的证明过程参考了 [1]。

由上⾯的结论可以把原问题转化为判断是否存在  使得 。

（由此可以发现，本题中保证严格单调的部分分只是⽐⾮严格单调少了  ⼀种情况）

算法⼀  

暴⼒做法是枚举所有  ⼀⼀检验，由拓展欧拉定理易证枚举到  已经⾜够。

复杂度 （此处  指单组数据中所有  的和，认为  同阶，下同），可以得到 55 分。

当然，  也是可以得到 55 分的。

算法⼆  

如何优化？事实上，我们可以把  质因数分解，解决每个  的情况，最后通过某种⽅式把它们合
并起来。

⼀种思路是对每个  在  内找到原根。

第⼀部分  

假如对每个  都能在  内找到原根，那么可以解出  的值，尝试⾄多两个  即可。

对于  是质数，  的部分分，  中必然存在原根，直接使⽤此算法即可通过。

第⼆部分  

若上述算法失效，则  的⼤⼩⼀定不超过  的最⼩原根。

若 ，依熟知结论（[2]）⼀定有 ，朴素地对单个  的判定可以使⽤线性筛做到 
，总复杂度 。

若 ，我们接下来将证明  的最⼩原根不超过 。这样我们有 ，类似 
 的部分，可以做到 。

但是，若  中含有若⼲个质因⼦ ，上⾯的算法将失效。

综上，此算法预计可以通过本题中  为奇数的部分分。
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结论证明  

为了⽅便，记 。

我们先证明，对 ，  的所有⼩于  的原根组成的集合等于  的原根集合。

归纳证明之，  时显然成⽴，现证  是  的原根当且仅当  是  的原根。

事实上，若  不是  的原根，即存在  使得 ，

则 ，因此  也不是  
的原根。

可得所有  的原根  都满⾜  是  的原根。（此结论对  都有效，接下来将重复利
⽤之）

⽽依熟知结论（[3]），  的原根个数是 ，⽽  的原根个数是 
。

考虑  中所有数  满⾜  是  的原根，这样的  共有  个，
恰好等于  的原根个数。

⽽其所有原根都必然出⾃这个集合，可知这个集合中的每个  都是  的原根。证毕。

再证明  的最⼩原根⼩于 。

同样由 [3]，  的原根个数是 ，  的原根个数是 。

设  为所有  满⾜  是  的原根的数组成的集合，由上可知  且所有  
的原根出⾃此集合。

假如  中所有不超过  的数（共有  个）都不是  的原根，那么由原根个数可得  中所有⼤于 
 的数都是  的原根。

考虑  的⼀个原根 ，设  在模  意义下的逆元为 ，由逆元的对称性易证  是  的原根，
但  不是  的原根。

这意味着 ，这样 ，但这与  ⽭盾。证毕。

（此部分证明参考了 [4]）

事实上，由 [5] 中的结果，  的最⼩原根⼩于 ；由 [6] 中的结果，最⼩原根⼩于  。

由此可以优化上⾯的复杂度分析结果，但是不重要。

算法三  

结论⼀览  

下⾯将引⽤⼀些熟知结论，列举如下：

；

；

；

这些结论的证明可⻅ [7]。
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算法过程  

考虑⼀般情况下的解。

依然采⽤刚才的思路，把  质因数分解后解决每个  的情况。

⽅便起⻅，下⾯记当前枚举的  分别为 ，全局的  为 。

每次我们可以通过  的时间扫⼀遍判断是否有 ，然后把  缩到  的级别以保
证复杂度。

这部分的复杂度是 。

考虑所有  的位置，若有  不是 ，那么就可以确定出全局（⽽不是单独的⼀个 ）中  的
精确值，判断即可。

否则对每个  的数求出其阶  表⽰最⼩的  的正整数，这可以  地
完成。

具体地，显然 ，我们把  质因数分解，设分解出来是 （彼此可能相

同），⽐如  的结果是 。

我们可以维护⼀个答案 ，初始 ，枚举 ，判断是否有 。

若满⾜则⼀定有 ，我们令 ；

否则  但 ，也就是说  ⼀定有  这个因⼦。这种情况下我们不改变  

的值。

显然 ，⽽⼀次快速幂是  的，复杂度 。（这⾥是当前整题的复杂度

瓶颈）

然后我们对于每个数 ，暴⼒枚举  的解可以  地将其解出，若  的值之前
已经出现过了就不枚举了。

我们得到的解的形式是 ，可以  地标记哪些位置才可能合法。

这部分的复杂度是 。

只要上⾯过程中解出来解，任意取其中的⼀个，给它加上  检验，易证当且仅当检验成功时有解。

这样我们解决了  的情况。假如我们要合并答案，⼜该怎么办呢？

由于  可以取得尽量⼤，所以只需要关⼼同余性质。

注意到由上⾯的标记过程，对于每个 ，我们对每个  都判断出了  
时是否合法。

这样直接枚举每个  判断是否在每个  中都合法即可。假如在每个  中都合法，由中国
剩余定理，对于全局的  也合法。

这部分的复杂度是 。

总结  

我们给出了本题的第⼀个通⽤解法，总复杂度是 。

这个做法可以通过  的数据，控制⼀下实现时的常数因⼦可能已经⾜以通
过  的数据。
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算法四  

考虑继续优化。在本题复杂度瓶颈的⼀部分中，我们需要对  中的每个数求出其阶。

算法过程  

相较于上⾯的  做法，⼀种复杂度更优秀的做法是：

设 ，对于每个质因⼦ ，我们可以⼆分出  中  的幂次。
设  中  的幂次为 ，那么 。

复杂度分析  

此算法的复杂度较难分析。

显然其最劣复杂度有平凡下界为 。

考虑分析其上界，显然 ，

由琴⽣不等式（[8]）和对数函数的凸性，⼆分的次数是 

。

我们记⼆分的次数为 ，⽬前的总复杂度就是 。

可能可以分析出更紧的界，但囿于笔者⽔平，⽆法给出进⼀步的分析。

这可以通过  的数据。

算法五  

如何进⼀步优化这个算法？注意到求阶依然是现在的复杂度瓶颈，考虑继续优化这部分的复杂度。

按照  中  的奇偶性分类讨论。

奇质数  

我们发现，对于 ，若  则  ⼀定存在原根。

我们找到⼀个原根 ，对 ，可以证明 ，由此可以轻松做到 

 的复杂度。

由于原根有  个，密度较⼤，所以随机⽣成⼀个数判断其是否是原根的期望随机次数是 
，可以接受。

由算法⼆中的结论，直接从⼩到⼤枚举复杂度也是对的。

此部分的瓶颈在于求 ，这可以  地线性筛出，这部分被做到了线性。

偶质数  

否则 ，我们考虑递推求出阶。设  为  模  意义下的阶，如 。

假设我们已经对所有  求出  的值，考虑对每个上述的  求出  和 
 的值。

设 ，显然 。
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⽽且我们发现 ，这样只需要  次判断就可以求出上⾯两项的
值。

这样我们做到了 ，即  的复杂度。

要做到  需要分析⼀下性质：

若 ，显然 ；

同理若 ，则 ；

可以猜想，除了上⾯两种情况以外都有 。我们之后将证明此结论。

根据上⾯三种情况分类讨论，我们可以线性地由  的结果递推出  的结果。

这部分被我们优化到了 ，即 。

结论证明  

先证明 。由上⾯的过程容易看出，所有  都是  形式的数。

若 ，则 。注意到 ，由此 
，易证上述结论成⽴。

再证明 ，这只需归纳证明 
 即可。

 可以直接验证。现在设  时成⽴，对某个  分类讨论：

若 ，则有  成
⽴。

若 ，依然有  成⽴。

证毕。

由上可知，给定 ，对  的所有  求  可以做到  复杂度。

总结  

这样这部分被我们优化掉了，瓶颈落到了整体框架上，整题的时间复杂度变为 

。

空间复杂度视实现为  或 。

这已经可以通过  的数据。

算法六  

考虑将复杂度优化⾄ 。我们考虑上述算法中时间复杂度不为  的部分，逐⼀优化之。

判同余部分  

⾸先，对于每个 ，需要执⾏上⾯提到的：

每次通过  的时间扫⼀遍判断是否有 ，然后把  缩到  的级别以保
证复杂度。

由于  ⼀定是完全积性函数，所以合法的⼀个必要条件是 。

也就是说，给定的  ⼀定在  意义下完全积性，我们可以使⽤线性筛判断之。
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具体地，我们忽略所有合数  位置上  的值，只使⽤质数位置上的  线性筛出满⾜完全积性的 ，

与  逐位⽐较。

⽽若  完全积性，则若存在⼀个  使得所有质数  位置上有 ，就可以推出 
。

也就是说，对于每个  判同余时只需检查是否对于所有不超过  的质数  都有 
 即可。

由质数定理（[9]），  以内的质数个数是  级别的，这部分的总复杂度为 

，达到了线性。

解⽅程部分  

考虑算法中解⽅程的部分，即上⽂中的：

然后我们对于每个数 ，暴⼒枚举  的解可以  地将其解出，若  的值
之前已经出现过了就不枚举了。

注意到我们从前向后枚举时，得到的解的形式⼀定为  的形式。

若当前的 ，则得到的解  只有两种可能：

，这种情况下不会改变⽅程的解；

，这种情况下⼀定⽆解，⽽⽆解情况可以在最后"任意取其中的⼀个，给它加上 
 检验"这个检验过程中得到⽭盾。

也就是说，⽆论如何这个解都不会改变情况，我们可以直接忽略 。

否则 ，这样易证⽅程的新解  中⼀定有 ，故 
。

因此，这样的情况⼀定不会超过  次。

我们使⽤快速幂求出  的值，然后从⼩到⼤枚举  直到找到⼀个同余于  的
数  作为 。若⼀直找到  都没有找到解则返回⽆解。

由于每次枚举⾄少会使  的值增加⼀，单次复杂度是  的，所以枚举的总复杂度是 。

⽽求快速幂、求  的次数都是  的，这部分的复杂度显然是  的。

合并⽅程部分  

对于上⾯我们提到的：

我们得到的解的形式是 ，可以  地标记哪些位置才可能合法。

因为上⽂的“解⽅程部分”已经对⼀个  给出了完整的解，这部分合并已经不再需要。

对于合并答案时的：

注意到由上⾯的标记过程，对于每个 ，我们对每个  都判断出了 
 时是否合法。

这样直接枚举每个  判断即可，复杂度 。

观察到对于每个  我们解出的结果相当于判断了当且仅当  时对此  合法，相当于⼀个
同余⽅程。

我们可以使⽤ exCRT 求解。由于只有  个⽅程，复杂度依然是  的。
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总结  

综上所述，我们优化掉了所有复杂度不为线性的部分，把整题复杂度做到了  的复杂度，这已经是本
题最优的复杂度。

如果有更简洁的做法或者对本⽂中的算法分析出了更紧的界欢迎与笔者交流。

本题数据较难构造，笔者⽔平有限，可能有放过了⼀些朴素算法，在此致歉。
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