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题⽬⼤意

• 给定⼀棵形态任意的线段树，⼤⼩为 𝑁（共 2𝑁 − 1 个结点），
每个结点维护了区间和。
• 给定 𝑀 个区间 𝐿! , 𝑅! 。
• 选择⼀个结点的⼦集（共 2"#$% 种），求有多少种能够通过集合

中的结点推出所有 𝑀 个区间的和，对 998 244 353 取模。
• 数据范围：𝑁,𝑀 ≤ 2 ⋅ 10&。



算法 1

• 测试点 1 满⾜ 𝑁 = 3 和特殊性质，容易发现在该限制下只有两组
可能的数据且它们本质相同。
• 总共只有 32 种可能的⽅案，通过⼿玩或者⾼斯消元可以求出答

案为 14。
• 期望得分：5。



算法2

•关键性质：把每个结点看成⼀条边 𝑙, 𝑟 ，则能够知道区间和当且
仅当区间两端点连通。
•证明：考虑前缀和，如果知道 𝑆' − 𝑆( 和 𝑆( − 𝑆)，则能知道 𝑆' −
𝑆)。
• 暴⼒枚举选择的边的⼦集。

• 时间复杂度 𝑂 2 "#$% 𝑁 +𝑀 。

• 期望得分：10。



算法 3

• 特殊性质：给定的区间是所有前缀，也就是需要能够求出所有区
间的和。
•关键性质：把每个结点看成⼀条边形成的图实际上是 𝑁 + 1 边形

的三⻆剖分。在这个图上存在⼀个分治结构。对应到线段树上其
实就是⼦树。
• 要让整个图连通，每棵⼦树只有两种

可能：要么⼦树已经连通，要么⼦树
分为包含 𝐿 和 𝑅 的两个连通块。
• DP，时间复杂度 𝑂 𝑁 。
• 期望得分：15。



算法 4

• 特殊性质：𝑀 = 1。
• DP，只需记录 𝐿, 𝑅 和两个区间端点的连通性，状态和合并代价都

是常数。
• 时间复杂度 𝑂 𝑁 。
• 期望得分：10。



算法 5

• 特殊性质：𝑀 ≤ 5。
• 仍然考虑 DP，此时要记录的是关于 𝑀 个区间的信息，时间复杂

度 𝑂 𝑁𝑓 𝑀 。其中 𝑓 𝑀 是关于 𝑀 的⼀个指数函数。
• 根据具体的复杂度和实现，期望得分在 10 ⾄ 30 不等。



算法 5

• ⼀个 𝑂 𝑁2* 的算法如下：
• 先考虑 𝑀 = 1 的情况，我们设 DP 值如下：
• 𝑔 𝑥 表示 𝑙 和 𝑟连通，且 𝐿, 𝑅 未被分隔的⽅案数。

• 未被分隔指的是：在⼦树外的边全都选择的情况下，𝐿和 𝑅 有连通的可能，即要么
𝐿, 𝑅 被 𝑙, 𝑟 包含，要么 𝐿, 𝑅 和 𝑙, 𝑟 不相交，要么 𝐿, 𝑅 和 𝑙, 𝑟 相交且⼦树内
的端点与 𝑙, 𝑟中的⾄少⼀个连通。

• 𝑓 𝑥, 0 表示 𝑙 和 𝑟不连通，且 𝑙, 𝑟 ∩ 𝐿, 𝑅 已知的⽅案数。
• 𝑓 𝑥, 1 表示 𝑙 和 𝑟不连通，且 𝑙, 𝑟 ∖ 𝐿, 𝑅 已知的⽅案数。

• 𝑀 > 1 的情况，将 𝑓 𝑥,⋆ 的状态改为 2* 种即可。



算法 5

• 如果你写了不算优秀的指数级算法，但加上了⾜够的剪枝，也有
可能通过。
• 可能你的复杂度变成了 𝑂 𝑁𝑀 或 𝑂 𝑁𝑀" 。



算法 6

•关键性质：把每个结点看成⼀条边得到的图是平⾯图。若 𝑙, 𝑟 不
连通，则和 𝑙 连通的点都在和 𝑟 连通的点的左边。
• 设⼦树连通的⽅案数为 𝑔 ⋆ ，⼦树 ≤ 𝑥 的点和 𝑙 连通、剩余点和
𝑟 连通的⽅案数为 𝑓 ⋆, 𝑥 。
• 事实上并不是所有的状态都可以

这样表示，⽐如可能存在某个点
和 𝑙 和 𝑟 都不连通。
• 后⾯会说明可以等价地转换到这

种表示。



算法 6

• 设⼦树连通的⽅案数为 𝑔 ⋆ ，⼦树 ≤ 𝑥 的点和 𝑙 连通、剩余点和
𝑅 连通的⽅案数为 𝑓 ⋆, 𝑥 。
• 如果 𝑙 到 𝑟 有边：

𝑔 𝑙𝑐 ⋅ 𝑔 𝑟𝑐 → 𝑔 𝑢
𝑔 𝑙𝑐 ⋅ 𝑓 𝑟𝑐, 𝑦 → 𝑔 𝑢
𝑓(𝑙𝑐, 𝑥) ⋅ 𝑔 𝑟𝑐 → 𝑔 𝑢
𝑓(𝑙𝑐, 𝑥) ⋅ 𝑓 𝑟𝑐, 𝑦 → 𝑔 𝑢

• 在最后⼀个转移中，会产⽣⼀个包含 𝑚 的连通块，它包含从 𝑥 +
1 到 𝑦 的点。如果存在⼀个⽬标区间被分隔开，则不能进⾏这个
转移。如果没有，那么我们可以认为 𝑚 和 𝑙, 𝑟 连通，符合 𝑔 的定
义。



算法 6

• 设⼦树连通的⽅案数为 𝑔 ⋆ ，⼦树 ≤ 𝑥 的点和 𝑙 连通、剩余点和
𝑟 连通的⽅案数为 𝑓 ⋆, 𝑥 。
• 如果 𝑙 到 𝑟没有边：

𝑔 𝑙 ⋅ 𝑔 𝑟 → 𝑔 𝑢
𝑔 𝑙 ⋅ 𝑓 𝑟, 𝑦 → 𝑓 𝑢, 𝑦
𝑓(𝑙, 𝑥) ⋅ 𝑔 𝑟 → 𝑓 𝑢, 𝑥

𝑓(𝑙, 𝑥) ⋅ 𝑓 𝑟, 𝑦 → 𝑓 𝑢, 𝑥/𝑦
• 同理，如果存在⼀个⽬标区间两端点被分隔，则不能进⾏最后⼀

种转移。否则我们可以认为 𝑚 和 𝑙, 𝑟 的其中⼀个连通也不影响答
案。也就是说最后⼀种转移到 𝑥 或者 𝑦 都是正确的。



算法 6

• 将转移可⾏性的判断优化到 𝑂 1 ，再套⽤类似⼦树背包的复杂度分析，
可以得到 𝑂 𝑁! 的算法。
• 如果实现不够优秀，可能得到 𝑂 𝑁" 或者 𝑂 𝑁# 的时间复杂度。
• 只把给定区间的端点作为关键点可以做到 𝑂 𝑁𝑀! 或是 𝑂 𝑁𝑀 。
• 期望得分：40⾄ 70。



算法 7

•关键性质：算法 6 中的 DP 可以转移 𝑓 𝑙, 𝑥 ⋅ 𝑓(𝑟, 𝑦) 当且仅当覆
盖 𝑥, 𝑥 + 1 和 𝑦, 𝑦 + 1 的区间集合相同。
•那么下标可以被分成若⼲个等价类，于是就可以把状态直接改为

这个等价类⽽不是划分点。
• 现在的 DP 就很容易⽤⽀持区间乘法的线段树合并优化。
• 时间复杂度 𝑂(𝑁 log𝑁)。
• 期望得分：100。



算法 8

• 不使⽤线段树合并，⽤哈希表维护 DP 值以及总和、乘法标记，
然后启发式合并。
• 时间复杂度 𝑂 𝑁 log𝑁 。
• 但是可能出现除以 0 的情况，需要特殊处理。



谢谢⼤家！


